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AVERTISSEMENT. 
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à 

6 

3 


Cet Ouvrage contient toutes les connaissances exi- 
gées, eu Mathématiques, en Physique et en Astro- 
nomie, pour obtenir le grade de Bachelier ès-lettres. 
On s’est proposé de suivre le Programme publié, par 
ordre de l’Université, dans le Manuel pour le Bacca- 
lauréat ès-lettres; cependant , il a paru nécessaire de 
changer quelquefois l’ordre des propositions pour 
simplifier les démonstrations. 

Cette nouvelle édition , par les améliorations et 
les additions importantes quelle renferme, convient 
aux personnes qui veulent connaître les parties 
des Mathématiques, de la Physique, de la Chimie 
et de l’Astronomie , qui sont les plus utiles dans 
les usages ordinaires de la vie. Les Élèves qui se pro- 
posent d’acquérir des connaissances plus complètes 
puiseront dans cet Ouvrage des notions générales 
capables de leur faciliter l’étude approfondie des 
Traites publies sur chacune de ces sciences. 

Je me suis attaché à présenter les théories mathé- 
matiques sous le point de vue qui m’a paru le plus 
clair et le plus simple ; et par cette raison , j’ai évité 
de laisser apercevoir les difficultés qui sont au-dessus 
de la portée de la plupart des commencans. 

a 


Digitized by Google 


vj AVERTISSEMENT. 

Les Mathématiques élémentaires , composant le 
tome premier, sont divisées en quatre sections. 

L’Arithmétique, qui forme la première section , ren- 
ferme la numération et le calcul des nombres entiers, 
les caractères relatifs à la divisibilité des nombres, 
les fractions ordinaires et décimales , les anciennes 
mesures , le Système métrique, et les solutions des 
problèmes de l’Arithmétique , à l’aide des seules com- 
binaisons des quatre règles. 

L’ Algèbre , compose la deuxième section. Je fais 
voir, dans des Préliminaires, comment' on a été 
conduit à inventer les signes algébriques, et à repré- 
senter les nombres connus et inconnus par des lettres. 
Je donne les quatre opérations fondamentales de 
l’Algèbre, les fractions littérales, la résolution des 
équations et des problèmes du premier degré , la for- 
mation des quarrés et des. cubes, l’extraction de la 
racine quarrée et de la racine cubique des nombres, 
la résolution des équations du second degré , la 
théorie des rapports et des proportions , les applica- 
tions de cette théorie à la solution des problèmes , les 
progressions , la théorie des logarithmes , les combi- 
naisons , les puissances , la formule du binôme de 
Newton , et les fractions continues. 

La Géométrie forme la troisième section ; elle est 
divisée en trois parties. La première partie traite des 
lignes et des surfaces planes. On s’occupe successive- 
ment des angles , des parallèles, des triangles, des 
perpendiculaires et des obliques , des quadrilatères, 
du cercle, des cordes, des sécantes et des tangentes, 
des aires des polygones, des lignes proportionnelles. 


Digitized by Google 



AVERTISSEMENT. ? jj 

des triangles semblables; des aires et des périmètres 
des polygones réguliers, de l’aire et de la circonfé- 
rence du cercle. La seconde partie traite des plans 
et des droites situées d’une manière quelconque dans 
l’e6pace. Enfin , la troisième partie traite des volumes 
des parallélépipèdes, des prismes et des pyramides, 
des polyèdres semblables, des surfaces et des volumes 
du cylindre, du cône et de la sphère. Cette section 
est terminée par des problèmes sur les surfaces et les 
volumes. :il 

La quatrième section# qui traite de la Trigonométrie 
rectiligne et sphérique , ne se trouvait pas dans l’édi- 
tion précédente. Je me suis borné, dans la Trigo- 
nométrie rectiligne , à donner les méthodes les plus 
simples pour résoudre les triangles, et j’ai fait voir 
comment on peut appliquer la Trigonométrie à des 
questions pratiques. Là Trigonométrie sphérique est 
précédée des propriétés de la sphère qui servent dans 
cette partie des Mathématiques. Toutes les formules 
relatives à la résolution des triangles sphériques, ont 
été déduites d’un seul principe fondamental. La dis- 
cussion des différons cas qui peuvent se présenter 
lorsqu’on veut résoudra un triangle, me parait traitée 
d’une manière nouvelle. J’ai cherché à lever toutes les 
difficultés relatives aux cas douteux (n** 404 , 4°5 , 
446 , 447* 4^8, . • • , 464)* J’ a * donné une méthode 
générale pour trouvenles diverses formules relatives 
aux angles auxiliaires ( n° 8 4^3 et 464 )- 

Ces quatre premières sections contiennent les con- 
naissances mathématiques exigées pour l’admission à 
l’École Navale de Brest (la Statique exceptée). Les 

Ct • • 
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Élèves qui désireront de plus grands détails pour- 
ront consulter le Cours de Mathématiques à l’usage 
de la Marine , par MM. Rejnaud et Nicollet. 

La Physique et les notions d’ Astronomie, com- 
posant le tome second, forment les deux dernières 
sections. 

La cinquième section , est composée de la Physique; 
elle est divisée en huit chapitres. Le premier traite des 
propriétés générales des corps , le deuxième de Y at- 
traction et de la pesanteur, le troisième de l’air, le 
quatrième du calorique, le cinquième de Y électricité , 
le sixième du magnétisme, le septième de la lu- 
mière; enfin le huitième chapitre contient quelques 
Notions sur la Chimie. Les tableaux relatifs à la Phy- 
sique et à la Chimie sont extraits des ouvrages de 
MM. Thénard et Pouillet. 

La sixième et dernière section renferme des Notions 
sur /'Astronomie. Ces notions comprennent : la des- 
cription des principales planètes, une exposition suc- 
cincte du Système planétaire et des phénomènes 
produits par le double mouvement de rotation et 
de translation de la Terre , par la précession des 
équinoxes et par la nutation de l’axe terrestre; la 
disposition du calendrier, les principales circons- 
tances des éclipses , le moyen de déterminer la po- 
sition d’un point sur une sphère quelconque; en- 
fin , la résolution de plusieurs problèmes généraux 
d’Astronomie. 

Chaque section est suivie des Tableaux qui s’y 
rapportent; les planches contenant les figures sont 
à la fin de chaque volume. 
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Les connaissances renfermées dans le sixième cha- 
pitre de X Algèbre, ainsi que dans la quatrième section 
tout entière, ne font pas partie du Programme du 
Baccalauréat ès-lettres ; il en est de même des ar- 
ticles marqués d’une étoile *. 

Les numéros placés entre parenthèses indiquent 
des renvois aux articles correspondans de l’ouvrage. 
Les énoncés des difTéreus principes contenus sous 
un même numéro, sont distingués par i°, 2 % 3°, etc. 
Ainsi, dans la page 27 , l’expression (n° i5 , G') indique 
un renvoi au sixième principe du n° i5 (page 23). 

On pourra passer, à la première lecture, les articles 
dont les numéros sont précédés d’une étoile *, mais 
il sera bon d’y revenir ensuite. 

Ce Traité élémentaire ayant été composé avec la 
seule intention d'être utile aux Élèves en facilitant 
leurs études, nous accueillerons avec reconnaissance 
toutes les observations que MM. les professeurs vou- 
dront bien nous adresser. 


Mes occupations ne m’ayant pas permis de me livrer 
seul à la rédaction de cet ouvrage, j’ai pris des col- 
laborateurs : M. Mayer, pour la Géométrie , M. Gk- 
rono pour la Physique et la Chimie , et M. Lorélut 
pour X Astronomie. 
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334, 
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DU PREMIER VOLUME. 

c 

ligne» iS en remontant, quatre», lisez qnalrc 

, 3 1 ' 9 3 . 3 

5 03 remontant, 2 -, , lisez i- y $- 

5 ' 7 . 

10 en remontant, particulière. /iVea particulière» 

12 en remontant , mntipliant, lisez multipliant 

1 en remontant , 443 ,i i 2 Ç) 593 o, lisez 4 î 3 "| 295$36 ‘ 

1 3 cnrcmoniani, OJ987G050 , lisez 01987650 
7, cofficien t, lisez c orfficient 

2, 2x-f*2r*-f- = 14 ; liseziz + iy -4-z = 14 
i 3 , exemple, lisez exemples 

7, 54 o*, Usez 640* 

1, 4 a*b l — lisez 4 a i b* — 

3 3 ^ - * 

3 , — 9 lisez — r 

i/T» v~h' 

Formules relatives aux progressions géométriques 

n 9( 1 — « ». — « 

o* case , s — — -S 1 /liez 5 = — 

q — a 47 — 1 

3 en remontant, S abc, lisez sabc 
7, sa b, lisez S ab »j 
17, /a , /ijez 5 a 
20, | ci r. CD, lisez cif. CD 

4 , n° 2 ', 5 , lisez no 3^5 ...... 

5 , cir. BG, Usez cercle BG 

r , » » * \ 

9 en remontant, cyll CHNO, Usez cyl. CHND 

J y. ■. i I l - .. ... 

9, ain A=^- y{ibc)* — (i>’ -f-c* + «*)’> lises 


sin A= {ibc ) % — (4* -+-c* — a»)» 


i 1.” . .! ir 'il 1 

(u . . • f •> /'•< . 

. 1. >.<un . u . 1 r>i. 1 
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De la Numération et du Calcul des nombres entiers 
abstraits. 

t. 

• y '• 

■* » * 

5 I er . Définitions. 


i . L’Ahithm£tiqite est la partie des Mathématiques qui a 
pour but principal d’enseigner à effectuer diverses opérations 
sur les nombres. Un nombre est la collection de plusieurs 
unités. L 'unité est une quantité prise arbitrairement pour 
servir de terme de comparaison entre plusieurs autres quan- 
tités de même espèce. Nous entendons par quantité, tout ce qui 
est susceptible d’augmentation et de diminution. 

On appelle nombre entier la réunion de plusieurs unités de 
même grandeur. Un nombre est dit abstrait ou concret, sui- 
vant qu’on fait abstraction de la nature de ses unités, ou qu’on 
y a égard. > ■ , 


A 
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a ARITHMÉTIQUE. 

5 II. De la Numération. 

2 . La numération a pour objet, d’enseigner à former les 
nombres, à les énoncer, et à les écrire avec des caractères par- 
ticuliers. 

Des noms de nombres, ou de la numération parlée. 

3. Pour former la suite des nombres entiers , on part de 
l’unité, ou de un; l’unité ajoutée à elle-même, forme le 
nombre nommé deux. Ce dernier, augmenté d’une unité, forme 
le nombre nommé trois. Une nouvelle augmentation d’une 
unité produit le nombre nommé quatre. Et en continuant ainsi 
à ajouter successivement l’unité, on forme les nombres nommés 
cinq, six , sept, huit, neuf. Ce dernier, augmenté d’un, donne 
le nombre dix ; la collection de dit unités forme un nouvel 
ordre d’unités nommé dixaine ; et de même qu’on a compté 
depuis une unité jusqu’à neuf unités, on a compté aussi depuis 
une dixaine jusqu’à neuf dixaines ; mais au lieu des mots , une 
dixains, deux dixaines, trois dixaines, quatre dixaines, cinq 
dixaines, six dixaines, sept dixaines, huit dixaines, neuf 
dixaines, on dit : dix , vingt , trente, quarante, cinquante, 
soixante, soixante -dix , quatre-vingt, quatre-vingt-dix. 

Pour exprimer les nombres intermédiaires , on énonce suc- 
cessivement les dixaines et les unités. 

Il faut seulement excepter de ce système les six premiers 
nombres compris entre dix et vingt; car, au lieu des mots. 

Dix-un, dix-deux , dix trois, dix- quatre , dix-cinq , dix-six, 

on dit 

Onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize. 

La collection de neuf dixaines et de neuf unités forme le 
nombre quatre-vingt-dix-neuf ; celui-ci, augmenté d’un, 
donne le nombre cent, composé de dix dixaines, et la réunion 
de dix dixaines se nomme centaine. On compte depuis une 
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centaine jusqu’à neuf centaines , et pour désigner les nombres 
intermédiaires , on ajoute aux noms, cent, deux cents, trois 
cents, . . . , neuf cents, ceux des quatre-vingt-dix-neuf pre- 
miers nombres. 

On parvient ainsi au nombre neuf cent quatre-vingt-dix-neuf; 
celui-ci, augmenté d’un, donne dix centaines ; cette collection 
de dix centaines forme une nouvelle unité principale nommée 
mille j et de même qu’on a compté par unités, dixaines et cen- 
taines d’unités, depuis une unité jusqu’à mille unités, on compte 
par unités, dixaines et centaines de mille, depuis une unité de 
mille jusqu’à mille unités de mille , ou un million. 

On compte de même par unités , dixaines et centaines de 
millions. Mille raillions forment un billion. Ainsi de suite. 

Les unités simples , les mille, les millions, etc. , sont les 
unités des ordres ternaires. 

De l'écriture des nombres en chiffres , ou de la numération 

écrite. 

4 - Pour écrire les nombres, on fait usage de caractères par- 
ticuliers nommés chiffres. Ces chiffres sont : 

i, 2, 3 , q, 5 , 6 , 7» 8 , 9> 

ils représentent les nombres 

un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf. 

Pour écrire un nombre, on place à la suite les uns des autres 
les chiffres qui indiquent le nombre des unités de chaque ordre, 
de manière que le chiffre des unités ou du 1 er ordre, occupe 
le I er rang à droite; celui des dixaines ou du 2* ordre, le 
a* rang; etc. 

D’après cette convention , le nombre neuf mille cinq cent 
soixante-sept s’écrit ainsi : 9567. 

Lorsque le nombre proposé ne contient pas des unités de tous 
les ordres inférieurs à ses plus hautes unités, on a recours au 
chiffre auxiliaire o, nommé zéro , qui, n’ayant aucune valeur 

1 . . 
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4 ARITHMÉTIQUE. 

par lui-même, sert seulement à conserver aux autres chiffres 
le rang qui convient à l’ordre de leurs unités. 

Ainsi, le nombre neuf cent sept, composé de neuf centaines 
et de sept unités , sans dixaines, s’écrit de cette manière , 907 ; 
et le nombre neuf cent sept millions cinq cent -trois, s’écrit 
907000503. 

En général: Pour écrire en chiffres un nombre énoncé , on 
place successivement à côté les uns des autres (en commençant 
par la gauche ), les centaines , les dixaines et les unités de 
chaque ordre ternaire , et l'on remplace par des zéro , les 
unités , dixaines et centaines qui manquent. 

Réciproquement : Pour énoncer un nombre écrit en chiffres, 
on le partage en tranches de trois chiffres chacune , a partir 
de la droite , sauf à ne laisser qu’un ou deux chiffres dans 
la dernière tranche ; commençant ensuite par la gauche , on 
énonce chaque tranche comme si elle était seule, et on lui 
donne le nom des unités de cette tranche. 

Ainsi , le nombre 907000503 s’énonce neuf cent sept millions 
cinq cent trois. 

5 . Le système de numération que nous venons d’exposer se 
nomme système décimal , parce qu’on y emploie dix chiffres, 
et, pour celte raison , 011 dit que sa base est dix. 

6. 11 résulte de la convention qui sert de fondement à la 
numération écrite , que si l’on place sur la droite d’un nombre, 
un zéro, deux zéro, trois zéro, . . . , on le rend dix fois, cent 
fois, mille fois, . . . , plus grand-, et que, réciproquement, la 
suppression d : un zéro, de deux zéro, de trois zéro, . • . , sur 
la droite d’un nombre , rend ce nombre dix fois , cent fois, mille 
fois, . . . , plus petit. 

§ III. Des quatre opérations fondamentales de V Arithmétique. 


DE L ADDITION. 


7. L’addition est une opération qui a pour objet de calculer 
un nombre nommé somme, qui contienne à lui seul toutes les 
jyarties de plusieurs autres nombres. 


r 
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Ainsi, pour ajouter 3 à 5 , on dit : 5 et i font 6; 6 et i font 
7; 7 et i font 8; le nombre 8 , que l’on obtient après avoir aug- 
mentés de 3 unités, est la somme des nombres 5 et 3 . 

On pourrait trouver de cette manière la somme de plusieurs 
nombres quelconques, en ajoutant successivement à l’un d’eux 
toutes les unités qui composent les autres nombres; mais, ce 
procédé ' devenant très long quand les nombres sont considé- 
rables, on fait dépendre l’addition totale d’additions partielles 
plus simples, en réunissant séparément toutes les unités, toutes 
les dixaines, toutes les centaines, etc., dont se composent les 
nombres donnés ; à cet effet, on place les nombres à ajouter de 
manière que leurs unités de même ordre se trouvent dans une 
même colonne verticale. 

Par exemple, soit proposé d ’ additionner les nombres \t, 
36 ; au lieu d’ajouter successivement 36 fois l’unité à 4 ^, on dis- 
pose ainsi le calcul : 

4a et l’on dit : 6 unités plus 2 unités, valent 8 unités, que 
36 l’on écrit sous les unités; 3 dixaines plus 4 dixaines valent 7 
78 dixaines, que l’on pose sous les dixaines. De sorte que la 
somme demandée est 78. 

Dans la pratique, on se dispense d’énoncer le nom de l’es- 
pèce des unités sur lesquelles on opère, dans chaque addition 
partielle, et l’on dit : 6 et 2 font 8; 3 et 4 font 7. 

Par une raison semblable, pour trouver la somme des nom- 
bres 8479, 58 , 793, i 54 o, on dispose ainsi le calcul 
8 479 et l’on dit : g et 8 font 17 et 3 font 20; je pose o au 
58 rang des unités et je retiens 2 dixaines, pour les join- 
793 dre aux dixaines des nombres proposés ; 2 de retenue et 
1 54 o 7 font 9 et 5 font 14 cl 9 font 23 et 4 font 27 ; ces 27 

j 0870 dixaines valant 7 dixaines plus 2 centaines, je pose 7 
dans la colonne des dixaines, et je retiens les deux centaines 
pour les joindre aux centaines des nombres proposés ; 2 de rete- 
nue et 4 font 6 et 7 font i 3 et 5 font 18; ces 18 centaines valant 
8 centaines plus 1 mille, on écrit 8 au rang des centaines et 
l’on retient 1 mille ; I de retenue et 8 font 9 et 1 font 1 o ; ces 
dix mille valant une dixaine de mille , on met un icro pour tenir 
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la place de» unité» (le mille, et l’on pose i au rang des dizaines 
de mille; ce qui donne 10870 pour la somme demandée. 

En général : Pour additionner plusieurs nombres , on les 
met les uns sous les antres, de manière que leurs unités de 
même ordre se trouvent dans une même colonne verticale. On 
place ensuite un trait sous ces nombres, pour les séparer du ré- 
sultat qu'on mettra dessous. On fait une somme des nombres 
contenus dans la colonne des unités ; quand celle somme n'ex- 
cède pas g, on l’écrit au résultat sous la colonne des unités ; 
quand elle surpasse c\, on n’écrit que ses unités , et l’on retient 
ses dixaines pour les joindre à la colonne des dixaines, sur la- 
quelle on opère d’une manière semblable ; et ainsi de suite, 
jusqu’à la dernière colonne, au-dessous de laquelle on met la 
somme telle qiéon Va trouvée. 


Exemples d’addition. 


Nombres J 

1 4 a 53 

8706 

63 

43585 

99 8 * l0, 99 ! 

à ajouter 1 

. 1234 

987 

37 

26467 

2800090900g 

Sommes, 

548 , 

9 % 3 

IOO 

70062 

2810001 1000 


ni LA SOUSTRACTION. 

8. La sou str action a pour but, connaissant la somme de 
. deux nombres et l’un de ces nombres, de trouver l’autre nombre ; 
ce dernier se nomme reste ou différence. 

La différence peut s’obtenir de deux manières : ou bien en 
ôtant du plus grand nombre toutes les unités du plus petit, ou 
bien en cherchant ce qu’il faut ajouter au plus petit nombre 
pour obtenir le plus grand. 

Par exemple , on trouve la différence entre 5 et 3 , en ôtant 
3 unités de 5 , de cette manière : de 5 ôte* 1 reste 4 > de 4 ôte* 1 
reste 3 , de 3 ôte* 1 reste 2; la différence est a. 

On trouve aussi cette différence en disant : 3 et 1 font 4 . 4 et 
1 font 5 , on doit donc ajouter 2 unités à 3 pour obtenir 5 ; la 
différence est donc 2. 

Ces deux manières d’opérer conduisant à des calculs fort 
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longs, quand le reste cherché est considérable, on simplifié le 
calcul en retranchant successivement les unités de même ordre 
les unes des autres ; et & cet effet, on pose le plus petit nombre 
sous le plus grand de manière que les unités du même ordre se 
correspondent. 

Par exemple, pour soustraire hp de 78 , on dispose ainsi le 
calcul : 

78 et l’on dit : de 8 unités ôte* 2 unités , reste 6 unités , je pose 
42 6 au rang des unités ; de 7 dixaines ôtez 4 dixaines, reste 3 

36 dixaines, je pose 3 au rang des dixaines. De sorte que le 
reste cherché est 36 . 

Lorsque quelques-uns des chiffres du nombre à soustraire 
sont plus grands que ceux du même rang dans le nombre dont 
on soustrait, on rend les soustractions partielles possibles à 
l’aide d’emprunts. 

S’il s’agit de retrancher 29 de 67 , comme on ne peut ôter 9 
de 7 , on emprunte une dixaine sur les 6 dixaines de 67 , ce qui 
revient à décomposer 67 en 5 dixaines et 17 unités; la question 
est alors réduite à cette autre : 

de 5 dixaines et t^] unités, 

ôtez 2 dixaines et 9 unités. 

Retranchant les unités du même ordre les unes des autres, 
on dit : de 1 7 unités ôtez 9 unités, reste 8 unités; de 5 dixaines 
ôtez 2 dixaines, reste 3 dixaines; le reste cherché est donc 8 
unités plus 3 dixaines, ou 38 . 1 v. \n T .> 

Dans la pratique, on exécute le calcul de la maniéré suii- 
▼ante : “a • • ! .. x , .v.. .V.tv »* ( 

67 et l’on dit : 9 ôté de 7 , cela ne se peut;' j’éinprtfnte'tine 
29 dixaine sur les 6 , et je retranche 9 de t 7 ; reste 8 qtie f é- 
'38 cria au rang des unités; diminuant 6 de la dixaine emprun- 
tée , j’ôte a de 5 ; rbste 3 que j’écris an rang des dixaines ; ce qui 
donne le reste 38 . ' ' • ' ••• * . 

Il est un cas qui pourrait encore embarrasser'; c’est celui dit 
le chiffre sur lequel on doit emprunter serait' un zéro. 
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Par exemple, soit proposé de retrancher 467 cfe 8 oo 5 ; comme 
on ne saurait ôter 7 de 5 , il faut emprunter ; or l 'emprunt ne 
peut se faire que sur le premier chiffre significatif 8; on em- 
prunte donc un mille sur les 8 mille; ce mille valant 10 cen- 
taines, on en laisse 9 sur les centaines; la centaine qui reste, 
valant 10 dixaines, on en laisse 9 au rang desdixaines; la dixaine 
qui reste, jointe aux 5 unités, donne i 5 unités; le mille em- 
prunte' se trouve ainsi décomposé en 9 centaines, 9 dixaines et 
10 unités. On voit que cela se réduit à diminuer d’un le chiffre 
8 , sur lequel on emprunte, h remplacer les zéro qui le précè- 
dent par des 9, et à ajouter dix aux unités. Ce qui conduit au 
calcul suivant : 

8 oo 5 On obtient le reste 7538 en retranchant 7 unités 

467 de i 5 unités, 6 dixaines de 9 dixaines, 4 centaines de 9 
7 538 centaines , et en diminuant le 8 de l’unité de mille 
empruntée. 

Les soustractions partielles s’effectuant sur des unités de 
même ordre , on se dispense d’énoncer l’espèce des unités ; de 
sorte qu’on trouve les chiffres du reste en disant : 7 de i 5 
reste 8 , 6 de 9 reste 3 ; 4 <le 9 reste 5 ; 1 d’empruut, ôté de 
8, reste 7. 

En général : Pour retrancher un nombre d’un autre, placez 
le plus petit sous le plus grand, de maniéré que les unités 
de même ordre se correspondent ; mettez un trait sous ces 
nombres / retranchez chaque chiffre inférieur du chiffre su- 
périeur correspondant, en commençant par la droite, et placez 
chaque reste partiel sous la colonne qui l’a fourni. Quand le 
chiffre inférieur ne surpasse pas le chiffre supérieur corres- 
pondant, posez leur différence. Quand le chiffre inférieur est 
plus grand que le chiffre supérieur correspondant, empruntez 
sur le nombre dont vous devez soustraire , une des unités 
du premier chiffre significatif à gauche, qui devra par con- 
séquent être diminué d’un ; augmentez de dix le chiffre su- 
périeur sur lequel vous opérez, et s’il jr a des zéro compris 
entre ce chiffre et celui sur lequel vous avez emprunté, rem- 
placez ces zéro par des neuf Lorsque vous serez parvenu à la 
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dernière colonne , vous poserez dessous le reste qu’elle aura 
fourni ; ce qui terminera l’opération. 

Exemples de soustraction. 


de 

ôtez 

5487 
1 a 34 

9693 

987 

IOO 

3 7 

70 0 Ô 2 
26 467 

a8 100 ou 000 
28 000 909 00g 

restes 

4 a 53 

8 706 

63 

43 585 

99 101 99 1 


DE LA multiplication. 

9. Le but de la multiplication est de chercher un nombre 
nommé pboduit , qui soit composé avec un nombre nommé mul- 
tiplicande, comme un troisième nombre nommé multiplicateur 
est composé avec l’unité. Le multiplicande et le multiplicateur 
sont dits les facteurs du produit. 

D’après cette définit ion, multiplier 3 par 4 > c’est composer 
un produit avec 3 , comme 4 est composé avec l’unité. Or, 4 
est composé de 4 fois l’unité ; donc le produit sera composé de 
4 fois 3 , c’est-à-dire de 3 répété 4 fois. 

On voit donc que la multiplication par un nombre entier 
revient à prendre le multiplicande autant de fois qu'il jr a 
d’unités dans le multiplicateur. 

D’après cela, pour effectuer une multiplication, il suffira 
d’écrire le multiplicande autant de fois qu’il y a d’unités dans 
le multiplicateur , et de faire la somme ; celte somme sera le 
produit demandé. 

Ainsi, le produit de 3 par 4 est 3 -f -3 + 3 + 3 , ou 12. 

On pourra trouver de cette manière tous les produits de 
deux nombres d’un seul chiffre; ils sont réunis dans la table 

suivante , attribuée à Pytuaoore. 

• * • 


/ 
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ARITHMETIQUE. 


1 

3 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

3 

4 

6 

8 

10 

13 

>4 

iG 

18 

3 

6 

9 

13 

i5 

18 

31 

34 

37 

4 

8 

13 

iG 

30 

34 

38 

3a 

36 

5 

IO 

iS 

30 

35 

3o 

35 

4° 

45 

G 

13 

18 

34 

3o 

36 

43 

48 

54 

7 

* 4 

31 

38 

35 

43 

4o 

56 

63 

8 

l6 

a 4 

3i 

4° 

48 

56 

64 

73 

9 

■8 

V 

3G 

45 

54 

63 

7» 

81 


La première ligne horizontale renferme les neuf premiers- 
nombres ; la seconde contient les produits de ces nombres 
par 2, et peut se former en ajoutant chacun de ces nombres à 
lui-même ; la troisième contient les produits des neuf premiers 
nombres par 3 , et peut se former en ajoutant les nombres de 
la seconde ligne avec ceux de la première; la quatrième ligne 
renferme les produits des neuf premiers nombres par 4 » et 
peut se former en ajoutant les nombres de la troisième ligne à 
ceux de la première ligne ; et ainsi de suite. 

D’après la formation de cette table, le produit 48 , de 6 
par 8 , se trouve à la rencontre des deux lignes , verticale 
et horizontale, qui commencent , l’une par 6 et l’autre 
par 8. 

Nous allons montrer que le produit de deux nombres entiers 
quelconques ne dépend que des produits deux à deux des 
nombres d'un seul chiffre, et que, par «conséquent , toutes 
les multiplications peuvent s’effectuer au moyen du tableau 
ci-dessus. 

En effet, soit proposé de multiplier 56 7 par 834- Après avoir 
disposé le calcul de la manière suivante, 
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667 nous observons que, pour obtenir le produit de- 
834 mandé , il suffit de prendre le multiplicande, 834 fois , 

2 a68 ou 800 fois plus 3 o fois plus 4 fois ; ce qui revient à 
17 010 multiplier successivement 567 par les parties 800, 
4536 oo 3 o et 4 , du multiplicateur. 

472878 Nous allons donc faire ces produits partiels , et 
comme leur somme doit former le produit total , nous les écri- 
rons les uns sous les autres de manière que leurs unités de 
même ordre se correspondent. Cela posé : 

i°. Pour obtenir le produit de 567 par 4 , on pourrait écrire 
4 fois 567 ; la somme 2268 serait le produit demandé ; mais 
comme cette addition revient à prendre, 4 fois les 7 unités, 
4 fois les 6 disaines et 4 fois les 5 centaines du multiplicande, 
on se dispense d’écrire 4 fois 567 , et l’on dit : 4 fois 7 font 28 , je 
pose 8 et je retiens 2 dixaines ; 4'fois 6 dixaines font 24 dixaines 
et 2 de retenue valent 26 dixaines, ou 2 centaines pl us 6 dixaines ; 
j’écris les 6 dixaines , et j’ajoute les 2 centaines de Tetenue à 4 
fois 5 centaines ; ce qui me donne 22 centaines , ou 2 mille plus 
2 centaines ; j’écris 2 au rang des centaines et 2 au rang des 
mille. Ce qui me donne le produit 2268 de 567 par 4 * 

On abrège le discours en disant : 4 fois 7 font 28, je pose 
8 et je retiens 2 ; 4 fois 6 font 24 et 2 de retenue font 26, je 
pose 6 et je retiens 2; 4 fois 5 font 20 et 2 de retenue fout 22, 
je pose 2 et j’avance 2. 

2 0 . On obtiendrait le produit de 567 par 3 o , en calculant la 
somme de 3 o nombres égaux à 567; et comme 3 o est égal à 
10 fois 3 , cette somme est formée de 10 sommes partielles com- 
posées chacune de 3 nombres égaux à 567 , c’est-à-dire de 3 fois 
567, répété 10 fois. Or, 3 fois 567 font 1701 ; et pour prendre 
10 fois J701, il suffit de mettre un zéro à la droite de «701 (n°6). 
On trouvera donc le produit de 667 par 3 o, en multipliant 
d’abord 567 par 3 , et en posant un zéro à la droite du résultat 
1701 ; ce qui revient à mettre le premier chiffre à droite de 
1701 au rang des dixaines. 

3 ®. On démontrerait de même que, pour former le produit 
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de 567 par 800 , il suffit de multiplier d’abord 567 par 8 , et 
d’écrire deux zéro à la droite du résultat 4536 ; ce qui se réduit 
à mettre le premier chiffre à droite de 4536 au rang des cen- 
taines. 

La somme des trois produits partiels 2268 , 170 x 0 , 4536oo, 
compose le produit total 472878 , de 567 par 834- 

En général : Pour multiplier un nombre par un autre , 
écrivez le multiplicateur sous le multiplicande , et mettez un 
trait sous cès nombres ; multipliez le multiplicande succes- 
sivement par chaque chiffre du multiplicateur , et placez les 
produits partiels de manière que lorsque vous les additionnerez, 
le premier chiffre à droite de chacun de ces produits exprime 
des unités de même ordre que le chiffre qui a sersd de mul- 
tiplicateur ■; mettez un trait sous les produits partiels ; leur 
somme , que vous poserez dessous , sera le produit total. 

Les divers produits d’un nombre entier par 2 , 3 , 4» etc., 
sont les multiples de ce nombre. 

* 1 o. Le produit de plusieurs nombres entiers ne change 
pas de valeur dans quelque ordre qu'on effectue les mul- 
tiplications. 

Nous prouverons d’abord que le produit de trois facteurs ne 
change pas de valeur quand on transpose les deux derniers 
facteurs ; et nous ferons usage des signes 

~h > > X , = > 

qui signifient respectivement, 

plus , moins, multiplié par , égale. 

Soit le produit 4x3x5. Pour effectuer les multiplications 
dans l’ordre indiqué, il faut multiplier d’abord 4 par 3, c’est- 
à-dire former la somme de trois nombres égaux à 4 ! ce qui 
donne 4 X 3 = 4 + 4 + 4 - 

Il reste à multiplier 4X3 par 5 ; ce qui revient à prendre 
5 fois chacune des trois parties 4i 4» 4> composent 4x3, 
et à en faire la somme. Donc , 1 • 

4x3x5 = 4x54-4x5 + 4x5. 
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Le produit 4 X 3 X 5 est donc égal à 4 X 5 répété 3 fois, 
c’est-à-dire à 4x5x3. On peut donc transposer les deux 
derniers facteurs 3,5, du produit 4X3X5. 

Il est facile d’en conclure qu’on peut intervertir l’ordre de 
deux facteurs consécutifs, quel que soit le nombre des facteurs. 
Pour fixer les idées, nous considérerons le produit 

2X6X4X3X5X8X9X7, 

et nous démontrerons qu’on peut intervertir deux facteurs 
consécutifs quelconques ; 3 et 5 , par exemple. 

Le produit 2X6X4X3X5 devant être effectué avant 
qu’on multiplie par les facteurs 8, g , 7, il suffit de prouver que 

2X6x4x3x5 = îX6x4x5x3. 

Le produit 48 des facteurs 2, 6, 4» devant être formé avant 
qu’on multiplie par les facteurs 3 et 5, la question se réduit à 

démontrer que 4®X3x5 = ij8x5x3, 

et nous venons de prouver que, dans le cas de trois facteurs, on 
peut intervertir l’ordre des deux derniers. 

Si , dans un produit de trois facteurs, on suppose que le 
premier facteur est l’unité , on verra que le produit de deux 
facteurs ne change pas quand on transpose ces facteurs. 

Par exemple, pour démontrer que 3x5 = 5x3, on 
observe que 

iX3x5=iX5x 3; ce qui revient à 3x5=5x3. 

On peut démontrer directement cette propriété , car l’égalité 
3 = 1 + 1 + 1 donne 

3x5 = ix5 + iX5+ix5 = 5-l-5 + 5 = 5x3.t 

Il résulte de ce qui précède , que , sans changer la valeur d’un 
produit, on peut faire occuper à chaque facteur toutes les 
places , en avançant successivement ce facteur d’un rang vers 
la droite ou vers la gauche, ce qui démontre le principe énoncé. 

*11. Pour multiplier un nombre par le produit de plusieurs 
facteurs , il suffit de multiplier successivement par ces facteurs ; 
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c’est-à-dire que la multiplication d’un nombre par le produit 
de plusieurs facteurs, se réduit à multiplier ce nombre par le 
premier facteur, puis le résultat par le second facteur; et ainsi 
de suite , jusqu’à ce que tous les facteurs soient épuisés. 

Par exemple , pour multiplier 7 parle produit 6 des facteurs 
3 et 2, il suffit de multiplier d’abord 7 par 3 , ce qui donne 
21 , et de multiplier ensuite 21 par 2, ce qui donne 4a ; car» 
d’après le principe précédent, on a 

7X6=6x 7 = (3 Xa)X 7 (*) = 3X2X7=7X3X2 = 2iX2. 

Quand des facteurs d’un produit sont terminés par des zéro, 
on abrège l’opération en effectuant la multiplication sans avoir 
égard à ces zéro, que l’on place ensuite à la droite du résultat. 

Ainsi , pour trouver le produit de 54 oo par 20000 , on 
multiplie 54 par 2; et sur la droite du résultat 108, on 
place les six zéro négligés , ce qui donne le produit demandé 
108000000. 

Exemples de multiplication. 


Multiplicandes 

3 oa 

17 

467800400988999 

Multiplicateurs 

78 

4000<)6 

9°9 


*4 16 

16a 

4a 1 0003608900991 


ai 14 

10800000 

4310103608900991 

Produits 

a 3556 

1080016a 

4a5a3o564499oooogi . 


DE xx DIVISION. 

12. La division a pour but , étant donné un produit de deux 
facteurs , et P un de ces facteurs , de trouver V autre facteur. 

Le produit donné prend le nom de dividende , le facteur 
connu , par lequel on divise , se nomme diviseur, et le facteur 
cherché se nomme quotient. 

Le diviseur multiplié par le quotient devant reproduire le 
dividende, on peut obtenir le quotient à l’aide de soustrac— 


{*) Pour indiquer le produit de a foie 3 par 7, on écrit (3 x a) X 7. 
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tions successives , en cherchant combien de fois le diviseur est 
contenu dans le dividende. 

Par exemple, pour trouver le quotient de 6 par 2, il suffit de 
chercher combien 2 est contenu de fois dans 6; à cet effet, on 
retranche d’abord 2 de 6, ce qui donne 4 ; on ôte 2 de 4 , le 
reste est 2 ; enfin , on ôte 2 de 2 , le reste est zéro ; et comme on 
a obtenu ce reste après avoir ôté 3 fois 2 de 6 , on voit que 6 
contient 3 fois 2 ; de sorte que le quotient cherché est 3 . 

Ce calcul devenant fort long, lorsque le diviseur est contenu 
un grand nombre de fois dans le dividende, nous allons faire 
voir comment on peut simplifier l’opération. 

i' r Exemple. Soit proposé de diviser 4536 par 8. 

Il s’agit de trouver un nombre qui , multiplié par 8 , repro- 
duise 4536 , ou le multiple de 8, moindre que 4536 , qui ap- 
proche le plus de ce dernier nombre. Pour y parvenir, on dis- 
pose le calcul de la manière suivante : 


Dividende 4536 

4 ° 


1" reste 536 

48 

2* reste 56 
56 


8 diviseur. 


5 centaines. 

6 dixaines. 

7 unités. 

' j 

567 quotient total. 


quotiens partiels. 


reste 


et l’on dit : le quotient cherché , répété 8 fois , devant donner 
le dividende 4536 , sera nécessairement compris entre 1000 et 
100, puisque 4536 est plus petit que 1000 X 8, et plus grand 
que ioo X 8 ; ce quotient a donc trois chiffres. 

Cherchons d’abord le chiffre des centaines. Le produit des 
centaines du quotient par le diviseur 8 , ne pouvant fournir que 
des centaines, doit se trouver dans les 45 centaines du divi- 
dende; par conséquent, les centaines du quotient seront re- 
présentées par le chiffre qui, multiplié par 8, donnerait 45 
ou le multiple de 8 immédiatement inférieur àr 45 . Ce chiffre 
est 5 , car 45 tombe entre 8 X 5 et 8 X 6. D’ailleurs le divi- 
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dende étant compris entre 8 fois 5 centaines et 8 fois Cen- 
taines , le quotient doit être compris entre 5 et 6 centaines, 
c’est-à-dire être composé de 5 centaines, plus un certain nombre 
de dixaines et d’unités. 

Pour obtenir les deux autres chiffres du quotient , on observe 
que le dividende 4536 étant composé des trois produits partiels 
des centaines, des dixaines et des unités du quotient par le di- 
viseur, si l’on eu retranche le premier produit partiel, 8 fois 
5 centaines ou 4° centaines, le reste 536 exprimera la somme 
des produits des dixaines et des unités du quotient par le divi- 
seur 8 . 

Le produit partiel des dixaines du quotient par le diviseur 8 , 
exprimant des dixaines , ne peut se trouver que dans les 53 
dixaines du reste 536. 

Par conséquent , le plus grand multiple de 8 contenu dans 
53 , sera le produit du chiffre des dixaines du quotient, par le 
diviseur 8 ; et comme ce multiple est 48 , la division de 48 par 
8 fournira le chiffre 6 des dixaines du quotient. 

Retranchant du premier reste 536, le produit partiel des 
S dixaines du quotient par le diviseur, nous obtenons un se- 
cond reste 56, qui exprime le produit du chiffre des unités 
du quotient par le diviseur 8 ; la division de 56 par 8 , four- 
nira donc le chiffre 7 des unités du quotient. Si l’on retranche 
7 X 8 , du second reste 56, on trouve un dernier reste zéro, 
qui nous apprend que le quotient exact de 4536 par 8 est 567 . 

Lorsqu’on a acquis quelque habitude de la division par un 
nombre d’un seul chiffre , on se dispense d’écrire les dividendes 
partiels. Ainsi, pour trouver les chiflres du quotient de 4536 
par 8 , on dit : le huitième de 45 centaines est 5 centaines pour 
4o centaines; je pose les 5 centaines au quotient; il reste 5 cen- 
taines , ou 5o dixaines , qui jointes aux 3 dixaines du dividende, 
donnent 53 dixaines, dont le huitième est 6 dixaines, pour 48 
dixaines ; j’écris les 6 dixaines au quotient; il reste 5 dixaines, 
ou 5o unités, qui jointes aux 6 unités du dividende, donnent 
56, dont le huitième est 7 , sans reste; je pose 7 au quotient; ce 
qui fournit le quotient total 567 . 
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Enfin , on abrège encore le discours en disant : le 8 e de 45 est 
5 pour 4 °> je pose 5 et je retiens 5 ; le 8' de 53 est 6 pour 48 , 
j’écris 6 et je retiens 5 ; le 8' de 56 est 7 que je pose ; et comme 
cette dernière division se fait sans reste, le quotient exact 
est 567. 

2* Exemple. Soit proposé de diviser 472878 par 567. 

On dispose l’opération de la manière suivante : 


472878 567 On voit d’abord que le quotient doit être 
4536 ”g34 compris entre 1000 et ioo , puisque le divi- 

j g dende est plus petit que 567 X 1000 et plus 

grand que 567 X 100 ; ce quotient doit donc 
l ^° 1 ■ avoir trois chiffres. Le produit du chiffre 

22 ^ des centaines du quotient par le diviseur 

23 ^ • - n’a pu donner que des centaines , il doit 

o donc se trouver dans les 4728 centaines du 

dividende : de plus, ce produit se compose des trois pro- 
duits partiels des unités, des dixaines et des centaines du di- 
viseur par le chiffre cherché, et le dernier de ces produits 
partiels ne peut se trouver que dans les 47 centaines du nombre 
4728; donc, la division de 47 par le premier chiffre 5 du divi- 
seur, doit donner pour quotient le chiffre cherché, ou un chiffre 
trop fort. Nous trouvons 9, qui est trop fort, puisque 667 X 9 
donne 5 io 3 , nombre supérieur au dividende; nous essayons 8, 
qui convient, puisque 567 X 8 donne 4536 , qui est le multiple 
de 567 immédiatement inférieur au dividende. 

Cela posé: si du dividende 472878, qui renfermait les trois 
produits partiels des 8 centaines , des dixaines et des unités du 
quotient par le diviseur 567 , on retranche 667 fois 8 centaines, 
ou 8 fois 567 centaines, ou 4536 centaines, le reste 19278 ne 
contiendra plus que les produits des dixaines et des unités du 
quotient par le diviseur. 

Pour trouver les dixaines du quotient, on observe que, leur 
produit par le diviseur 667 se tro'uvant dans les' 1927 dixaines 
de 19278, on obtiendra le chiffre qui les représente en cher- 
chant combien de fois 567 est contenu dans 1927; à cet effet, 
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oailétenuine combien de fois 5 est contenu dans 19; le nombre 

3 qu’on obtient exprime le chiffre des dixaines du quotient ou 
un chiffre trop fort. Pour essayer le chiffre 3 , on multiplie 567 
par 3 ; le produit 1701 étant moindre que 1927, le chiffre des 
dixaines du quotient est 3 ; et comme le produit 1701 exprime des 
dixaines, on retranche 1701 dixaines de 19278; le reste 2268 
étant le produit du diviseur par le chiffre des unités du quo- 
tient, on obtiendra ce chiffre en divisant 2268 par 567, ou, ce 
qui est plus simple, en divisant 22 par 5 . Le nombre 4 que l’on 
obtient exprime les unités du quotient total, car en retranchant 

4 fois 567 de 2268, le reste est zéro. Le quotient demandé est 
donc 834 . 

Dans la pratique , on n’écrit que les chiffres nécessaires à la 
formation des dividendes partiels 4728, 1927, 2268; de sorte 
que le calcul s’exécute de cette manière abrégée : 


472878 

4536 


834 


1 927 

1701 


567 Le i er dividende partiel 47 2 ® contenant 8 
fois le diviseur 567 , on pose 8 au quotient; on 
été 8 fois 567 , ou 4 ^ 36 , de 4728, et à la droite 
du reste 192 on abaisse le chiffre 7 du divi- 
dende, ce qui fournit le 2 e dividende partiel 
1927 que l’on divise par 667; le quotient 3 est 
le 2 e chiffre du quotient demandé ; on retranche 
3 fois 567 , ou 1701 , de 1927 , et à la droite du 
reste 226 on abaisse le dernier chiffre 8 du dividende; ce qui 
donne le 3 e dividende partiel 2268, que l’on divise par 5G7 ; le 
. quotient 4 est le dernier chiffre du quotient total; on ôte 4 fois 
567 de 2268, ce qui détermine le dernier reste zéro. 


2268 

2268 


Remarque. Pour qu’un chiffre mis au quotient soit exact, 
il faut et il suffit que le produit du diviseur par ce chiffre 
puisse se retrancher du dividende partiel correspondant, et que 
le reste soit moindre que le diviseur. Si le reste surpassait le 
diviseur, le chiffre mis au quotient serait trop faible, au moins 
d'une unité ; car le diviseur serait contenu au moins une fois 
de plus dans le dividende partiel. 

Les raisounemeus précédens conduisent à cctle règle géné- 
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raie : Pour diviser un nombre par un autre, écrivez le divi- 
seur à la droite du dividende , et placez un trait entre ces 
nombres ; mettez un autre trait sous le diviseur, pour le séparer 
du quotient demandé que vous poserez dessous. Prenez assez de 
chiffres sur la gauche du dividende, pour que le nombre qui 
en résulte contienne le diviseur ; cherchez le nombre qui ex- 
prime combien de fois ce dividende partiel contient le diviseur, 
ce nombre sera le I er chiffre à gauche du quotient ; écrivez le 
l' r chiffre du quotient sous le diviseur ; multipliez le diviseur 
par ce chiffre, et mettez le produit sous le j' r dividende par- 
tiel; placez un trait sous ces nombres , et retranchez-les l’un 
de l’autre ; écrivez dessous le reste, et abaissez à sa droite le 
l tr des chiffres du dividende qui n’ont pas encore été employés; 
vous obtiendrez un nouveau dividende partiel, sur lequel vous 
opérerez comme sur le précédent; ce qui déterminera le 2'. chiffre 
du quotient que vous écrirez à la suite du premier. Vous répé- 
terez les mêmes opérations jusqu’à l’entier épuisement des 
chiffres du dividende. Lorsqu’un dividende partiel sera moin- 
dre que le diviseur, le chiffre correspondant du quotient sera 
un zéro. 

Pour trouver combien de fois le diviseur est contenu dans un 
dividende partiel, on peut déterminer combien de fois le 
i* r chiffre du diviseur est contenu dans le 1" chiffre, ou dans 
les deux premiers chiffres de ce dividende partiel , suivant que 
le dividende partiel a autant de chiffres que le diviseur, ou a 
un chiffre de plus ; ce nombre exprime le chiffre correspondant 
du quotient , ou un chiffre trop grand ; il ne donne jamais un 
chiffre trop petit. 

Nous avons supposé, dans les exemples précédera , que le 
dividende était le produit du diviseur par un nombre entier , 
et dans ce cas la division a conduit à un dernier reste égal à', 
zéro. Mais , cette condition n’est pas toujours satisfaite. Lors- 
qu’on divise deux nombres l’un par Pautre, il arrive souvent 
que le dividende n’est pas le produit du diviseur par un nombre 
entier ; dans ce cas , on parvient à un dernier reste ( moindre 
que le diviseur ) qui n’est pas nul. 

2. . 
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Par exemple : soit à diviser 25 par 7 ; le quotient doit être 
tel que multiplié par 7 , il donne 25 ; or 25 tombe entre 7 Ibis 3 
et 7 fois 4 ; le quotient demandé est donc plus grand que 3 et 
moindre que !\ , il n’est donc pas assignable en nombre entier. 
Le nombre 3 qu’on obtient au quotient est ce qu’on appelle le 
quotient entier ou la partie entière du quotient, ou la plus petite 
valeur entière approchée du quotient. 

En général , lorsqu’on propose de diviser un nombre par un 
autre , on effectue la division d’après la règle précédente , jus- 
qu’à ce qu’on parvienne à un reste moindre que le diviseur; 
le nombre obtenu au quotient est le quotient exact , ou la par- 
tie entière du quotient, selon que le reste est nul, ou n’est 
pas nul. 

On dit qu’un nombre est divisible par un autre, quand la di- 
vision se fait sans reste. Ainsi, 12 est divisible par 3 ; car la 
division fournit le quotient exact 4 , et le reste est zéro. 

1" Remarque. Dans tout le cours' d’une division , le dividende 
est égal au produit du diviseur par le quotient obtenu, plus le 
reste qui correspond à ce quotient ; car on parvient à ce reste 
en retranchant du dividende les produits partiels du diviseur 
par les chiffres obtenus au quotient, ce qui revient à ôter du 
dividende le produit du diviseur par le quotient obtenu. 

2' Remarque. Lorsque le dividende devient un certain nom- 
bre de fois plus grand, le quotient devient le meme nombre de 
fois plus grand ; et quand le diviseur devient un certain nombre 
de fois plus grand, le quotient devient le meme nombre de fois 
plus petit. Cela est évident. 

Par conséquent : lorsqu’on multiplie le dividende et le divi- 
seur par un même nombre entier, le quotient ne change pas ; 
le quotient reste aussi le même, quand on divise le dividende et 
le diviseur par un meme nombre entier. 

Lorsque le dividende et le diviseur sont terminés par des 
zéro, on peut supprimer un même nombre de zéro à leur droite, 
■sans changer le quotient ; car cela revient à diviser le divi- 
dende et le diviseur par un même nombre (n° 6). Ainsi , le quo- 
tient de 720000 par 6000 est le même que celui de 720 par 6. 
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*3* Remarque. Pour diviser un nombre par le produit de 
plusieurs facteurs, il suffit de diviser successivement par ces 
facteurs. Cela se déduit du principe du n° 1 1. 

Ainsi , pour diviser 4 2 , par le produit 6 des facteurs 2 et 3 , 
il suffit de diviser d’abord l\i par 2, ce qui donne 21 , et de di- 
viser ensuite 21 par 3 , ce qui donne le quotient 7 demandé. 


Exemples de division. 


a 35 56 

234 

il 

4*5 a3o 56449 9000091 
4 ai 030 36o8go 0991 

467800400988999 

3 0 a 

9°9 

i 56 
1 56 


4 a 10203608900991 
4210303608900991 

0 


0 



1 3 . U addition, la soustraction, la multiplication et la dm— 
s ion s’appellent les quatre opérations fondamentales ou les 
quatre règles de l’Arithmétique. On verra que les calculs 
auxquels on est conduit en résolvant les questions les plus 
compliquées de l’Arithmétique, se réduisent toujours à effectuer 
ces opérations sur des nombres entiers abstraits. 

Preuves des quaires règles. 

14. Le but de la preuve est de vérifier l’exactitude du résul- 
tat, par une opération différente de celle qui l’a fourni. 

Pour faire la preuve de l’addition, on recommence le calcul 
dans un autre ordre; c’est-à-dire que si l’on a fait les additions 
de haut en bas , on les recommence en allant de bas en haut j 
ces deux manières d’opérer doivent conduire à la même somme. 

Pour faire la preuve de la soustraction, on ajoute le reste au 
plus petit des deux nombres donnés ; la somme doit être 
égale au plus grand nombre (n°8). 

Pour faire la preuve de la multiplication, il suffit d’effectuer 
une nouvelle multiplication en changeant l’ordre des facteurs j 
on doit parvenir au même produit ( n° 10), 

On peut aussi diviser le produit par un de ses facteurs ; le 
quotient doit être égal à l’autre facteur (n° 12). 
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Ponr faire la preuve de la division, on multiplie le diviseur 
par le nombre entier obtenu au quotient , et l’on ajoute ensuite 
le dernier reste à ce produit ; la somme doit être égale au divi- 
dende. Cela résulte de la i re remarque de la page 20 . 

On conçoit que les nouvelles opérations faites pour vérifier les 
premières , pouvant elles-mêmes se trouver affectées d’erreurs, 
il arrive quelquefois que ces erreurs se compensent; de sorte que 
la preuve d’une opération ne sert qu’à donner une grande pro- 
babilité à l’exactitude du résultat fourni par cette opération. 

5 IV. De la divisibilité des nombres. 

*i5. Noua ferons ici, sur la divisibilité des nombres, quel- 
ques remarques qui seront utiles par la suite, et qui pourront 
fournir le moyen d’abréger certains calculs. 

i°. Un jiombre n’est jamais divisible par un autre plus 
grand que.sa moitié. En effet , lorsqu’on divise un nombre par 
sa moitié , le quotient est 2 ; donc , si l’on divise un nombre par 
un autre plus grand que sa moitié , le quotient sera moindre 
que 2 ; ce quotient ne pourra donc pas être un nombre entier. 

2 °. Quand plusieurs nombres ont un diviseur commun, 
leur somme a le même diviseur ; car le quotient de chaque 
nombre par le diviseur commun étant un nombre entier, la 
réunion de ces quotiens partiels est un nombre entier qui ex- 
prime le quotient total de la division de la somme des nombres 
proposés , par leur diviseur commun. 

Par exemple , les nombres 6 , 12 , 1 5 , étant divisibles par 3 , 
leur somme 33 est aussi divisible par 3. 

Cela est d’ailleurs évident, car d’après les égalités 

6 = 2fois3, 1 2 = 4 fois 3 , i5=5fois3, 

on voit que la somme 6 -f- 12 -f- i5, sera formée de 3 répété 
2 fois + 4 fois 4- 5 fois, ou de 3 répété 1 1 fois. 

3°. Il résulte de ( 2 0 ) que les multiples d’un nombre admet- 
tent tous les diviseurs de ce nombre. 

Ainsi , tous les multiples de 10 , c’est-à-dire tous les nombres 


A '4b' 
ii ^ 
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terminés par un zéro, admettent les diviseurs i et 5 de i o. 

4°. Quand- une somme, composée de deux parties, et l'une 
de ces parties ont un diviseur commun, l'autre partie admet 
nécessairement ce diviseur; car , la différence entre la somme 
et la première partie étant égale à la deuxième partie , si l’on 
divise la somme et la première partie par leur diviseur com- 
mun , les deux quotiens seront des nombres entiers , et leur 
différence , qui sera un nombre entier , exprimera le quotient 
de la deuxième partie par le diviseur commun ; ce dernier 
quotient sera donc effectivement un nombre entier. 

Par exemple , la somme 21 des nombres 6, i5 , étant divisible 
par 3 , et 6 étant anssi divisible par 3, on est' certain que i5 
sera divisible par 3. 

Cela est d’ailleurs évident, car d’après les égalités 

2i = 6-t-i,5, 21=3x7, 6 = 3X2, 

la 2' partie i5 est égale à 2.1 — 6 , ou à 7 fois 3 — 2 fois 3 , ou 
à 5 fois 3. 

5°. Il résulte de (4°) que quand l’une des deux parties d’une 
somme est divisible par un nombre qui ne divise pas l'autre 
partie, la somme ne saurait admettre ce diviseur. Ainsi , le 
nombre 24 étant divisible par 6, et 7 n’étant pas divisible par 
6, la somme 3t des nombres 24 et 7 ne saurait être divisible 
par 6. 

6°. Tout nombre pouvant être décomposé en deux parties, 
dont l’une est le chiffre des unités , et dont l’autre ternfinée 
par un zéro", est divisible par 2 et par 5 (3°) , il résulte de 
(4°) et (5°) que , pour qu’un nombre soit divisible par 2 ou 
par 5 , il faut et il suffit que le chiffre des unités admette ce 
diviseur. 

Ainsi, tous les nombres terminés par l’uu des chiffres, o, 2, 
4, 6, 8, sont divisibles par 2; les nombres terminés par l’un 
des chiffres, 1 , 3, 5, 7,9, ne sont pas divisibles par 2 , et il 
n’y a que les nombre» terminés par zéro ou par 5, qui soient 
divisibles par 5. 

Remarque. Les nombres divisibles par 2 s’appellent nombres 
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pairs, à cause de leur propriété d’être décompo sables en deux 
parties égales ; et, par opposition, les autres nombres sont dits 
impairs. 

De sorte que la suite des nombres naturels, i, a , 3 , 4 > 5 , 
6,7, 8,9, io, ii , ia, i 3 , 14, i 5 , etc., 

est composée des nombres pairs, 2 , 4 , 6, 8, io, 12 , 14, etc., 

et des nombres impairs, 1 , 3 , 5 , 7 , 9, 1 1 , i3 , i5, etc. 

* 16. Un nombre quelconque est un multiple de 9 augmenté 
de la somme de ses chiffres. En effet , les égalités 

10=9+', 100=99 + 1, 1000=999+1, etc., 

fontvoirque chaque dixaine, chaque centaine, chaque mille, etc. 
est un multiple de 9 augmenté de 1 ; un nombre quelconque 
est donc composé de plusieurs multiples de 9 augmentés d’au- 
tant d’unités qu’il y en a dans tous ses chiffres. Ce qui démontre 
le principe énoncé. 

Par exemple, 321 est un multiple de 9 augmenté de 3+2+ 1. 
En effet, on a 32 i = 3 oo + 2o+ 1. 

Or, les égalités 100 = 99+1, 10=9+1, 

donnent iooX 3=99X3 + 1 x 3 , 10X2 = 9X2+1X2; 

ce qui revient à 3 oo=ggX 3 + 3 , 20 = 9X2 + 2. 

Donc, 32 i= 99 X 3+3+9X2+2+1 
c =99X3 + 9X2 + 3+2+1 

= un multiple de 9 augmenté de 3 + 2 + 1 . 

Un nombre quelconque étant décomposable en deux parties, 
dont l’une est divisible par g, et dont l’autre est la somme des 
chiffres du nombre donné, on en déduit que, pour qu’un 
nombre soit divisible par 9 , il faut et il suffit que la somme 
de ses chiffres admette ce diviseur; il en résulte aussi, que 
lorsque cette somme n’est pas divisible par 9, le reste que donne 
sa division par 9 , est le même que celui qu’on obtiendrait en 
divisant le nombre proposé par 9. 

D’après ce qui précède, pour trouver le reste que donnerait 
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la division d’un nombre quelconque par g , on fait la somme 
de ses chiffres ; puis la somme des chiffres de cette première 
somme, puis la somme des chiffres de cette seconde somme, etc., 
jusqu'à ce qu’on parvienne à une dernière somme moindre que 
g, laquelle est le reste cherché. 

Par exemple , le nombre 58i donne une première somme 1 4 » 
laquelle donne une seconde somme 5, qui est le reste cherché. 

Remarque. Le nombre g étant divisible par 3 , il en résulte 
que tout nombre divisible par g , est aussi divisible par 3. 

*17. On peut faire la preuve de la multiplication au moyen 
de plusieurs divisions successives par g, eu s’appuyant sur le 
principe suivant : le reste de la division par g d'un produit 
quelconque , est égal au reste de la division par g du produit 
des deux restes que l’on obtient en divisant par g chacun des 
deux facteurs. 

En effet, on peut toujours décomposer chacun des deux 
facteurs d’un produit en un multiple de g, augmenté du reste 
de la division de ce facteur par g. Or, pour former le produit 
total , il suffit de multiplier successivement les deux parties 
dans lesquelles on vient de décomposer le multiplicande, par 
les deux parties du multiplicateur ; cela fournira quatre pro-, 
duits partiels ; trois de ces produits seront des multiples de g, 
et l’autre sera le produit des deux restes de la division du mul- 
tiplicande et du multiplicateur par g. La somme de ces quatre 
produits partiels , qui compose le produit total , sera donc un 
multiple de g augmenté du produit des deux restes fournis 
par la division des deux facteurs par g. On en déduit le prin- 
cipe énoncé. 

Exemple. Soit proposé de vérifier si 20 1 5 est le produit de 
3t par 65. Les facteurs 3i et 65 , divisés par g, donnent les 
restes 4 et 2 : le produit 8 de ces deux restes, divisé par g, 
donne un reste 8, qui est le même que celui de la division 
par g de 20i5 ; il est donc très probable que 2oi5 est le pro- 
duit exact de 3i par 65. 

18. Un nombre est dit premier , lorsqu'il n'est divisible 
que pur lui-méme et par i unité. 
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11 résulte des propriétés des n°* i 5 et 16, que les nombres ter- 
minés par un des chiffres, o, 2, 4* 6, 8, sont divisibles par 2, 
que les nombres terminés par o ou par 5 sont divisibles par 5 , 
et que tout nombre est divisible par 3 quand la somme de ses 
chiffres est un multiple de 3 . Aucun de ces nombres (excepté 
2, 3 , 5 ) ne peut donc être premier. 

Par conséquent, on ne doit chercher les nombres premiers 
que parmi les nombres 

2, 3 , 5 , 7, 11, i 3 , 17, 19, 23 , 29, 3 i, 37, 41, 43 , 47, 49, 
53 , 5 g, 61, 67, 71, 73, 77, 79, 83 , 89, 91, 97, 101, etc. 

Ceux de ces nombres qui ne sont divisibles par aucun des 
nombres premiers moindres que leur moitié, sont premiers ; 
car on vient de démontrer qu’un nombre n’est jamais divisible 
par un autre plus grand que sa moitié (u° i 5 , i°). 

On trouve de cette manière que les nombres premiers, depuis 
1 jusqu'à 433 , sont 

2, 3 , 5 , 7, 11, i 3 , 17, 19, 23 , 29, 3 i , 37, 4 i, 43 , 47, 53 , 
5 g, 61, 67, 71, 73, 79, 83 , 89, 97, 101, io 3 , 107, 109, 
n 3 , 127, i 3 i, 137, 13 g, 149, i5i, 1 57 , i 63 , 167, 173, 

> 79 » l8l > > 9 * > > 9 3 » > 97 » > 99 » 2,! » 2a3 > 22 7 » 22 9 > 233 > 

239, 241, 5>5i, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 

307, 3 1 1 , 3 i 3 , 317, 33 1, 337, 347, 349, 353 , 35 g, 367, 

373, 379, 383 , 38 g, 397, 4 °>, 4 ° 9 > 4 * 9 » 4 2 *» 4 3 *> 4 33 - 

Deux nombres sont dits premiers entre eux, quand ils n’ont 
pas de facteur commun. Ainsi , 10 et 21 , ou 2 X 5 et 3 X 7, 
sont premiers entre eux ; on dit encore que 10 est premier 
avec 2 1 . 

Les facteurs et les diviseurs qui sont des nombres premiers, 
prennent aussi les noms de facteurs premiers et de diviseurs 
premiers. Ainsi, 35 est le produit des facteurs premiers 5 et 7; 
ces deux derniers nombres sont les diviseurs premiers de 35 . 

19. Pour décomposer un nombre en ses facteurs premiers, 
on le divise successivement par chacun des nombres premiers, 
2, 3 , 5 , etc. , qui n’excèdent pas sa moitié, jusqu’à ce qu’on ob- 
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tienne un quotient exact (*). On divise ce quotient par le 
nombre premier qui a servi de diviseur ; si le nouveau quotient 
est exact, on le divise par le même nombre premier; et l’on 
continue ces divisions jusqu’à ce qu’on obtienne un quotient 
qui ne soit plus divisible par le nombre premier qui a servi de 
diviseur. On opère ensuite sur le dernier quotient obtenu 
comme sur le nombre proposé, en observant que ce quotient 
ne peut être divisible que par des nombres premiers plus grands 
que ceux qui ont servi de diviseurs. On continue ces calculs 
jusqu’à ce qu’on parvienne à un quotient qui soit un nombre 
premier. Le nombre proposé est égal au produit de ce dernier 
quotient, par tous les diviseurs qui ont fourni des quotiens 
exacts. 

Exemple. Décomposer 1 155 en ses facteurs premiers. 

Ce nombre n’est pas divisible par 2 (n° l5 , 6°); il est divi- 
sible par 3 (n° 16) et donne le quotient 385 ; donc 

n55 = 3 X 385. 

Or , 385 n’est pas divisible par 3 (n° 16) , mais il l’est par 5 
(n° 1 5 , 6°) et fournit le quotient 77 ; donc 

385 = 5 x 77 et ii55= 3 X 5 X 77. 

Enfin, 77 n’est pas divisible par 5 (n° i5, 6°) , mais 7 divise 
77 donne le quotient 11 ; ce quotient étant un nombre pre- 
mier , on voit que 1 155 = 3 X 5x 7X n, 

*20. Pour trouver tous les diviseurs d’un nombre, on le dé- 
compose d’abord en ses facteurs premiers; ces facteurs et leurs 
produits 2àa, 3 à 3 , 4 à 4> etc. , sont les diviseurs demandés. 

Exemple. Trouver les diviseurs de 1 155. 

On dispose le calcul de la manière suivante : 

1 1 55 3 

385 5,i5 

77 7,ii, 35, io5 

>t m,33,55,i65,77,23i,385,ii55. 


{’) Quand aucune de ccs divisions ne re'ussit, le nombre propose’ est pre- 
mier; il n’est donc pas decomposable en facteurs. 
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Les diviseurs premiers de 1 155 , étant 3,5,7, 1 1 , on ob- 
tiendra les autres diviseurs, en formant les produits 2 à 2, 
3 à 3 , etc. , des nombres 3 , 5 , 7 , 1 1 ; à cet effet , on multiplie 
le 2' diviseur 5 par le 1" diviseur 3 , et l’on écrit le produit i 5 
à côté de 5 ; on effectue la multiplication du 3 r diviseur 7 , par 
chacun des diviseurs précédens , 3 , 5 , i 5 , et l’on écrit les pro- 
duits 21 , 35 , io 5 , à la droite de 7. Enfin, la multiplication du 
diviseur 1 1 , par chacun des diviseurs précédens , 3 , 5 , 1 5 , 7 , 
21,35, io 5 , donne les autres diviseurs 33 , 55 , x 65 , 77, 23 1, 
385 , n 55 , de u 55 . 

On trouvera de même que les diviseurs de 36 o sont 
2, 3 , 4, 5 , 6, 8, 9, io, 12, i 5 , j8, 20, 24, 

3 o, 36 , 4 ° 1 45 , 60, 72, 90, 120, 180, 36 o. 

21. Pour obtenir le plus petit nombre divisible par des nom- 
bres donnés, il suffit de former un produit dans lequel chacun 
des facteurs premiers de ces nombres entre autant de fois 
qu’il se trouve dans celui des nombres donnés ou il entre le 
plus grand nombre de fois. 

Exemple. Soit proposé de déterminer le plus petit nombre 
divisible par 72, 60 e/ 176. On décompose ces nombres en leurs 
facteurs premiers , et l’on trouve que 

72 = 2 X 2 X 2 X 3 x 3 , 6 o= 2 X 2 X 3 x 5 , i 75 = 5 x 5 X 7 - 

Le nombre demandé estîX 2 XîX 3 x 3 x 5 x 5 X 7 i 
ou 12600. 

22. Le plus grand nombre qui divise à la fois plusieurs nom- 
bres donnés , est ce qu’on nomme leur plus grand commun di- 
viseur. Nous allons d’abord faire connaître comment on peut 
calculer le plus grand commun diviseur de deux nombres. 

Pour fixer les idées , nous considérerons les nombres 48 et 
18: leur plus grand commun diviseur ne pouvant surpasser 18, 
on est conduit à diviser 48 par 18; car, dans le cas où la divi- 
sion réussirait, 18 serait le plus grand commun diviseur de- 
mandé; cela n’arrive pas dans notre exemple , 48 divisé par 18 
donne le quotient entier 2 , et le reste 12. Par conséquent , d’a- 
près la 1 " remarque ( page 20 ) , on a (j8=i8x 2+12- 
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Il résulte Je cette égalité et des propriétés du n° i 5 , que le 
plus grand commun diviseur de 48 et 18 est le même que celui 
de 18 et 12. En elïet: tout diviseur commun à 48 et 18, divise 
la somme 48, et 18 X 2 qui est l’une de ses parties (n° i 5 , 3 °); 
il doit donc diviser l’autre partie 12 (n° i 5 , 4 °); d’ailleurs, 
tout diviseur commun à 18 et 12, divisant chacune des parties 
18 X 2 et 12, divise la somme 48 (n” i 5 , 2 0 ); les diviseurs 
communs de 48 et 18 sont donc les mêmes que ceux de 18 et 
12; le plus grand commun diviseur de 48 et 18 est donc le même 
que celui de 18 et 12. 

Ces raisonnemens étant applicables à des nombres quelcon- 
ques, on voit que le plus grand commun diviseur de deux 
nombres est le même que celui qui existe entre le plus petit de 
ces nombres et le reste de la division du plus grand nombre 
par le plus petit. 

La question est ainsi réduite à chercher le plus grand com- 
mun diviseur de 18 et 12 ; pour l’obtenir, on divise 18 par 12, 
ce qui fournit le quotient 1 et le reste 6. Le plus grand com- 
mun diviseur de 18 et 12 est le même que celui de 12 et 6; 
et 6 divisant exactement 12, ce dernier plus grand commun 
diviseur est 6 . Le plus grand commun diviseur de 48 et 18 est 
donc 6. 

On dispose ordinairement le calcul de cette manière : 


Quotiens 2 

I 

2 

Dividendes et diviseurs. 48 

18 

12 

36 

12 

12 

Restes 12 

6 

0 


En général : Pour trouver le plus grand commun diviseur 
de deux nombres, divisez le plus grand par le plus petit ; si le 
reste est zéro, le plus petit nombre sera le plus grand commun 
diviseur cherché ; s’il jr a un reste, divisez le plus petit des 
nombres proposés par ce i' r reste ; si le reste de cette division 
est zéro, le 1" reste sera le diviseur cherché ; dans le cas con- 
traire, divisez le i" reste par le 2' ; si le 3 e reste est zéro, le 2 e 
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sera le diviseur cherché ; s’il n'est pas zéro, divisez le z e reste 
par le 3 e . Continuez à diviser les restes successifs les uns par 
les autres, jusqu'à ce que vous parveniez à un quotient exact ; 
le reste qui divisera exactement le reste précédent sera le plus 
grand commun diviseur demandé. 

On trouve de cette manière, que le plus grand commun di- 
viseur de 33 o et 462 est 66 . 

Lorsque la recherche du plus grand commun diviseur entre 
deux nombres conduit à un reste égal à l'unité, ces deux nom- 
bres sont premiers entre eux ; et réciproquement , quand deux 
nombres sont premiers entre eux , la recherche de leur plus 
grand commun diviseur conduit à un reste égal à l’unité. 

a 3 . Pour trouver le plus grand commun diviseur de plii- 
sieurs nombres , il suffit de chercher successivement le plus 
grand commun diviseur entre le premier nombre et le deuxième, 
entre le plus grand commun diviseur obtenu et le troisième 
nombre ; et ainsi de suite jusqu’au dernier des nombres donnés } 
le plus grand commun diviseur fourni par la dernière opéra - 
lion est celui des nombres donnés. 

Par exemple , pour obtenir le plus grand commun diviseur 
des nombres 48, 18, i 5 , on cherche d’abord le plus grand 
commun diviseur de 48 et 18 qui est 6, et celui de 6 et i 5 
qui est 3 ; ce dernier est le plus grand commun diviseur de- 
mandé ; car le plus grand commun diviseur 6 , de 48 et 18, con- 
tenant tous les facteurs communs à 48 et 18, le plus grand 
commun diviseur 3 de 6 et i 5 , renferme nécessairement tous 
les facteurs communs aux trois nombres 48 , 18 , 1 5 . Et en ef- 
fet, si l’on divise les nombres 48, 18, i 5 , par 3 , les quotiens 
16, 6 , 5 , n’admettant plus de diviseur commun , on voit que 3 
est le plus grand nombre qui divise à la fois 48 , 18 et i 5 . 

On trouvera de la même manière que le plus grand commun 
diviseur des nombres 90, 126, 54 o, est 18. 
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CHAPITRE IL 


Des Fractions ordinaires , et des Fractions décimales. 


§ I er . Des fractions ordinaires. 


1 4. Lorsqu’après avoir épuisé tous les chiffres du dividende, 
on parvient à un reste moindre que le diviseur, le quotient 
total n’est plus un nombre entier, car il est compris entre deux 
nombres entiers consécutifs. 

Par exemple, 25 étant compris entre 7X3 et 7 X 4 > I e 
quotient de 25 par 7 est compris entre 3 et 4 : il se compose 
donc d’une partie entière 3 , plus d’une autre partie moindre 
que V unité, et que, pour cette raison, on appelle fraction. Cette 
fraction , qui est le quotient partiel de la division du reste 4 
par le diviseur 7, s’indique en écrivant 7 au-dessous de 4 de 

cette manière ~ , et le quotient total s’écrit 

3 + - , ou simplement 3 -. 

. 7 7 

Pour évaluer - en parties de l'unité , on observe, que diviser 


4 par 7 , revient à prendre la septième partie de chacune des 
unités de 4 ; ce qui fait 4 fois la septième partie d’une unité, 
ou 4 fois un septième d’unité, ou 4 septièmes. 

Le septième de 4 unités est donc équivalent à 4 fois le sep- 
tième d'une unité. 

En général , pour évaluer une fraction , on conçoit l’unité 
divisée en autant de parties égales qu'il y a d’unités dans le 
diviseur, et l'on prend autant de ces parties qu'il y a d’unités 
dans le dividende. 

Selon que le diviseur est 2, ou 3 , ou 4 > ces parties se nomment 
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des demi, ou des tiers, ou des quarts. Mais, lorsque le diviseur 
est plus grand que 4 » les noms des parties de l’unité se com- 
posent constamment du nom du diviseur suivi de la termi- 
naison Verne. 


3 5 

Ainsi , ^ s’énonce trois quarts , et - s’énonce cinq septièmes. 


Comme , dans une fraction , le nombre inférieur sert à dé- 
nommer l’espèce des parties d’unité qui entrent dans la frac- 
tion , et comme le nombre supérieur désigne le nombre de ces 
parties, le premier s’appelle dénominateur, et l’autre 1 numéra- 
teur. Le numérateur et le dénominateur sont les deux termes 
de la fraction. 

5 

Ainsi, dans la fraction—, le numérateur est 5, et le dénomi- 

1 

nateur est 7 . 

Les fractions, d’après leur origine, sont moindres que l’ unité ; 
mais leur calcul conduit quelquefois à des expressions de même 
forme, plus grandes que l’unité ; ces dernières sont des nombres 
fractionnaires, ou des expressions fractionnaires. Cependant 
nous comprendrons souvent ces deux classes de quantités sous le 
nom générique de fractions. 

Remarque. Il résulte de ce qui précède qu’une fraction peut 
être considérée, ou comme indiquant le quotient de la division 
du numérateur par le dénominateur , ou comme exprimant 
que l'unité a été divisée en autant de parties égales qu’il y a 
d’unités dans le dénominateur, et qu'on prend autant de ces 
parties qu'il y a d'unités dans le numérateur. 

Nous considérerons ordinairement les fractions sous ce der- 
nier point de vue, parce qu’il fait dépendre leurs valeurs des 
subdivisions de la même unité, et qu’il conduit plus facilement 
aux règles qui servent à les calculer. 

25. Une fraction ne change pas de valeur, quand on multi- 
plie ou quand on divise ses deux termes par un même nombre. 

3 

En effet, soit la fraction — ; si le dénominateur restant le 
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• 1 5 

même, on multiplie le numérateur par 5 , elle deviendra — -, et 

sera rendue 5 fois plus grande, car la a' fraction contient 
5 fois plus de parties que la i", et ces parties sont de même 
grandeur dans les deux fractions. Si le numérateur 3 ne 
changeant pas, on multiplie le dénominateur par 5, la fraction 

3 3 

- deviendra 
3 35 

3 

fermera autant de parties que la fraction - , et chaque partie 


deviendra ^ et sera rendue 5 fois plus petite ; car elle ren- 


sera 5 fois plus petite, puisque l’unité sera divisée en 5 fois plus 
de parties égales. 

Cela posé : puisqu’en multipliant le numérateur d’une frac- 
tion par 5, on la rend 5 fois plus grande, tandis qu’on la rend 
5 fois plus petite en multipliant son dénominateur par 5 , il en 
résulte qu’elle ne change pas de valeur quand on multiplie ses 
deux termes par 5, 

On prouverait de même, qu’en divisant le numérateur d’une 
fraction par 5, on la rend 5 fois plus petite, et qu’en divisant 
le dénominateur par 5, on la rend 5 fois plus grande. 

Une fraction ne çhange donc paS de valeur quand on divise 
ses deux termes par 5. • 

Les mêmes raisonnemens pouvant s’appliquer à tout autre 
nombre que 5, le principe est démontré. 

26. Une fraction ne changeant pas de valeur, quand on di- 
vise ses deux termes par un même nombre , il eh résulte que 
lorsqu'on aperçoit un facteur commun aux deux termes d’une 
fraction, on peut la simplifier en divisant ses deux termes 
par ce facteur commun. ' 

Par exemple, soit la fraction la division de ses deux 

1 5 ' r ' <’• 

termes par a, fournit la fraction équivalente — ; divisant i5 

1 - Si .. 

5 r 

et ai par 3 , on obtient la fraction plus simple -. On dit que 

* » ‘ * ^ ’ >T t' 

3 


« 
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la fraction - est irréductible, parce que ses deux termes n’ayant 

7 

plus de facteur commun, on conçoit qu'il est impossible de 
la réduire à une forme plus simple. Cette propriété sera 
démontrée dans l’Algèbre (n° 86, iz°). 

, S 

On parvient plus directement à la fraction irréductible - , 

en divisant les deux termes de la fraction par leur plus grand 
commun diviseur 6. 

En général : Pour réduire une fraction à sa plus simple 
expression, il suffit de diviser ses deux termes par leur plus 
grand commun diviseur. 

27. Pour réduire plusieurs fractions au même dénominar- 
teur, sans changer leurs valeurs, il suffit de multiplier les 
deux termes de chacune d’elles, par le produit des dénomina- 
teurs des autres fractions ; car, d’après les principes des n°‘ 10 , 
,i e t 25, les nouvelles fractions qui en résultent ont des dé- 
nominateurs égaux, et sont équivalentes aux fractions proposées. 

. 2 4 6 x 

Si l’on applique cette règle aux fractions, g , - , on od- 

tiendra les fractions équivalentes 

2 X 5 X 7 4 X 3 X 7 6 x 3 x 5 

3 x 5 X 7 ’ 5 x 3 X 7 ’ 7 X 3 X 5 ’ 

et eu effectuant les multiplications indiquées , on trouvera les 
, 70 84 

fractions de même dénominateur , 0 g» ' I0 5 ’ x 0 5 ' 

La règle énoncée peut aussi se déduire des principes des 
n°‘ ïo et 25 . En effet , si l’on applique cette règle aux fractions 

| | , on obtiendra les fractions 

2X{5X7) 4 X (3 X 7) 6 _X( 3 Xj) t 

^ X (5 x"t)’ 5 X ( 3 X 7 ) ’ 7 X ( 3 X 5) 

qui sont équivalentes aux fractions proposées (n° 25 ); et les 
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dénominateurs de ces nouvelles fractions sont égaux entre eux, 
car, d’après le principe du n° io , on a 

3 X( 5 X 7 ) = ( 5 X 7 )X 3 = 5 X 7 X 3 = 3 X 5 X 7 , 

5 X (3 X 7) = (3X7) X 5 = 3 x 7 X 5 = 3 x 5 x 7 , 

7 X (3 x 5)=(3 x 5 )x 7 = 3 x 5 x 7 = io 5 . 

Remarque. Lorsque les dénominateurs des fractions propo- 
sées ont des facteurs communs , il est facile de réduire ces 
fractions à un dénominateur commun plus petit que le produit 
des dénominateurs ; voici comment : 

i°. Quand lé plus grand des dénominateurs des fractions pro' 
posées est divisible par tous les autres , on le donne pour dé- 
nominateur à toutes les fractions , et l’on obtient le nouveau 
numérateur de chaque fraction , en multipliant celui qu’elle 
avait d’abord par le quotient de la division de son nouveau dé- 
nominateur par son dénominateur primitif. 

On trouve ainsi que les fractions 

sont respectivement égales à — , — , — , — . 

12 12 12 12 


2 3 5 7 

3 ’ 4 ’ 6’ 12’ 

8 9 10 7 


2 0 . Quand le plus grand des dénominateurs des fractions 
proposées n’est pas divisible par tous les autres, on cherche le 
plus petit nombre divisible par tous les dénominateurs (n° 21), 
et on le donne pour dénominateur à toutes les fractions. Les 
nouveaux numérateurs se forment comme («“). 


Exemple . Soient les .fractions —, J-. . 

72 60 175 

Leur plus petit dénominateur commun est 12600 (n°2i); 
et en les réduisant à ce dénominateur commun, on obtient 
tes fractions équivalentes ' 

1925 * 1470 216 

12600’ 12600’ 12600' 


28-. Pour faire /'addition de plusieurs fractions de meme 
dénominateur , on ajoute les numérateurs entre eux, et F on 


3 .. 
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écrit sous la somme le dénominateur commun. Si les fractions 
ont des dénominateurs différens, on les réduit d’abord au même 
dénominateur, et l’on opère ensuite comme dans le cas précédent. 


2 3 2 3 

Par exemple, la somme des fractioris — , -, est ou 

.77 7 

- ; car 2 fois"- plus 3 fois - valent 5 fois - , ou • 

7 7 7 7 7 

• 4 2 • 

Pour ajouter les fractions g, -, on les réduit d’abord au 


même dénominateur, ce qui donne les fractions équivalentes 

1210, . is + 10 , 22 

dont la somme est = , ou — 

i5 i5 i5 • i5 

29 . Pour soustraire une fraction d’une autre fraction de 
même dénominateur, on retranche le numérateur de la pre~ 
mière fraction de celui de la seconde, et sttus la différence ob~ • 
tenue on écrit le dénominateur commun. Lorsque les deux 
fractions ont des dénominateurs différens, on les réduit d’abord 
au même dénominateur , puis on opère comme dans le cas 
précédent. 

En appliquant cette règle, on trouve que 


5 2 3 22 4 22 12 10 2 

7 7 7 ’ i5 5 i5 i5 i5 3‘ 

30. D’après ce<jui a été démontré dans le n° 25 , pourttVL- 
tipi.ier une fraction par un nombre entier, il suffit de multi- 
plier le numérateur par ce nombre entier, ou de divis'ër le dé- 
nominateur par ce nombre entier j et pour diviser une fraction 
par un nombre entier, il suffit de diviser le numérateur par ce 
nombre entier, ou dè multiplier le dénominateur par ce nombre 

5 20 5 

entier. Ainsi , le produit de — par 4 est — ou ^ , et le quotient 

j 12 , , 3 12 

de -g- par 4 est -z ou — . 

O O 20 

3 1 . Pour faire la multiplication de plusieurs fractions, on 
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forme successivement le produit des numérateurs et celui des 
dénominateurs ; ces produits sont le numérateur et le dénomi- 
nateur de la fraction qui exprime le produit des fractions 
proposées. • 

En éffet, soit à multiplier - par g. Il s’agit de former un 

nombre, nommé produit, qui soit composé avec ^ , de la même 

manière que | est composé avec l’unité (n° 9 ). Mais, y est 

composé de 4 fois la cinquième partie de l’unité; on obtiendra 

donc le produit de ^ par - en prenaut 4 fois la cinquième par- 

2 2 2* 

tie de Or , la cinquième partie de - est -z (n° 3o) ; donc 

o j j X « 

2 /* 2 

4 fois ia cinquième partie de j est égale à 4 foie , ou à 

a x 4 1 

3x5’ 

Le produit de ^ par ^ est donc v— -> ou 
1 3 r 5 3x5 i5 


Le principe énoncé est donc démontré pour deux fractions. 

2 A n 

Si l’on veut obtenir le produit des trois fractions 3 » g> > 


2x4. 

on observera que le produit des deux premières étant ^ --L il 

3 X y 

■ n 

suffit de multiplier cette dernière fraction par — ; ce qui donne 


2 x 4 X 7 56 

3 X 5 X 1 1 ’ ° U »65’ 


Le principe étant démontré pour trois fractions, on verra 
de même qu’il convient à quatre fraptions ; et ainsi de suite. 

*i re Remarque. Le produit de plusieurs fractions conserve sa 
valeur dans quelque ordre qu’on effectue les multiplications ; 
car les numérateurs et les dénominateurs étant des nombres 
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entiers, le produit des nume'rateurs reste le même, ainsi que 
celui des dénominateurs, et ces produits sont les deux termes 
de la fraction qui exprime le produit des fractions proposées. 

Il est. facile de déduire de cette dernière propriété, que le 
principe du n" 1 1 convient à des fractions. 

2' Remarque. Selon que le multiplicateur est plus grand ou 
est plus petit que l’unité, le produit est plus grand ou est plus 
petit que le multiplicande } car lorsque le multiplicateur est 
égal à l’unité, le produit est égal au multiplicande , et le pro- 
duit est composé arec le multiplicande, comme le multipli- 
cateur est composé arec l’unité (n° 9 ). 

Le produit de deux fractions moindres que l’unité est donc 
plus petit que chacune de ces fractions. 

32. Multiplier plusieurs fractions entre elles, c’est prendre 
des fractions de fractions. 

Par exemple, pour former le produit des fractions —, 

O j II 

il faut d’abord multiplier g par |, c’est-à-dire prendre les | 
2.8 

de g, ce qui donne yg; on doit ensuite multiplier ce dernier 
produit par yy , c’est-à-dire en prendre les yy , ce qui donne 


k 


56 
i65 ’ 


on a donc pris effectivement les 


des 5 de 


33. Pour diviser une fraction par une fraction, il suffit de 
multiplier la fraction dividende par la fraction diviseur ren- 

• ... 2 4 

versée. En effet, soit à diviser - par si l’on réduit ces frac- 
tions au même dénominateur, la question sera ramenée à divi- 
2X5 4x3 . 

ser g -y y -g par g ^ g ; ce qui revient -a diviser 2X5 par 

4x3, car, d’après la 2 ' remarque (page 20 ), le quotient ne 
change pas quand on multiplie le dividende et le diviseur par 
les nombres égaux 3 X 5 , 5 X 3. 


*9 
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Le quotient de ^ par ^ est donc 


aX5 2 5 

. OU encore 5 X 7 . 

4X3 04 


Ce qui démontre la règle énoncée. 

Pour diviser un nombre entier par une fraction , on le met 
d’abord sous une forme fractionnaire en lui donnant l’unité 
pour dénominateur; il ne reste plus qu’à diviser deux fractions 


5 4 

v/ » 


Tune par l’autre. Ainsi, le quotient de 5 par ^ est y 


20 

°u T . 


* Remarque. Le quotient d’une division ne change pas de va- 
leur, lorsqu’on multiplie ou qu'on divise le dividende et le diviseur 
par un même nombre entier ou fractionnaire y car ce prin- 
cipe est évident quand le nombre qui sert de multiplicateur 
ou de diviseur est entier ;et d’après les règles des n°* 3i, 33, 
quand le nombre par lequel on multiplie ou l’on divise le di- 
vidende et le diviseur est fractionnaire, cette opération revient 
à multiplier le dividende et le diviseur par un même nombre 
entier , et à diviser ensuite les résultats par un même nombre 
entier ; ce qui ne change pas le quotient. 

34 . Pour transformer un nombre entier, en une expression 
fractionnaire équivalente qui ail un dénominateur donné , on 
multiplie le nombre entier par le dénominateur donné; le 
produit exprime le numérateur de l’expression fractionnaire 
demandée. 


Par exemple, pour convertir 5 en septièmes, on observe que 
l’unité valant 7 septièmes, le nombre 5 vaut 5 fois 7 septièmes, 


5X7 


35 


ou 5 X 7 septièmes , ou 

Z. 7 ' 7 

35. Pour trouver les entiers contenus dans un nombre frac- 
tionnaire, on effectue la division du numérateur par le déno- 
minateur. 

Ainsi , la division de 1 3 par 5 donnant le quotient entier 2 et 
le reste 3, on voit que ^ est composé de l’entier plus de 
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36. Pour convertir en une seule expression fractionnaire , un 
entier joint à une fraction , on multiplie l’entier par le déno- 
minateur de la fraction , on ajoute au produit le numérateur de 
cette fraction , et l’un donne à la somme le dénominateur de la 
fraction . 

/. *.3 ,2X5 + 3 i3 .. , , io 

Ainsi 2 g vaut g — ou -g- ; car rentier a valant -g- , 

î » 3 io 3 i3 

le nombre 2 g vaut -g- + g ou -g- . 

* 

37. Le calcul des fractions ne pouvant plus offrir aucune 
difficulté, nous allons voir comment on doit opérer sur les 
nombres composés d’entiers et de fractions. 

1*. Dans l’addition, on cherche d’abord la somme des frac- 
tions ; on en extrait l’entier qu’elle peut contenir , et l’on ajoute 

ensuite cet entier aux entiers qui accompagnent les fractions. 

«*■ 

i5 8 

Exemple. Soit proposé d’ajouter 7 — à 3 - . 

On dispose le calcul de la manière suivante : 


3 ! 

9 

i5 

11 

* 5 

12 

9 


et l’on dit : - plus — valent —, ou 2 - ; j’écris - 
9 9 9 9 9 

et je retiens 2; 2 de retenue et 7 font 9 et 3 

5 

font ia, que je pose ; ce qui donne 12 - . 

9 


2 0 . Dans la soustraction, on retranche directement la fraction 
de la fraction et le nombre entier du nombre entier. 

Quand la fraction à soustraire est la plus grande, on em- 
prunté sur la partie entière du nombre dont on doit soustraire. 

En voici des exemples : 
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■ ■ * - * •< , v -, ' • ** * 

de 8 - de 6 - .* ■ • ( 

. •' 2 1 

- ôtez jî ôtez 3 ^ 

, 1 7 ’• 7 ' 

. * . ■ H • » 

« reste 6- reste a-. <■ 

;7 '• 7 , • ; r 

i ^ a ^ ■ .m ^ „ * n k 

Pour ôter a - de 8 - , on retranche - de - et a de 8 ; la réu- 

7 7 7 7 

2 f t a 

nion des restes partiels - et 6 , compose le reste total p — . 

i a V . ■ r < ■* 

Pour soustraire 3 — de 6 -, on emprunte une des 6 unités du 

7 7 

plus grand nombre; cette unité qui vaut jointe aux - qu’il y 

avait déjà, donne -, desquels ôtant - , il reste - j et comme 

7 7 7 

on a emprunté i sur le 6 , on ôte 3 de 5 ; ce qui fournit lç 
reste a ; la réunion des restes partiels détermine le reste 

5 • 

total 2 4 k . 

7 

3 °. Dans la multiplication et’ dans la division on trans- 
forme d’abord chacun des deûx nombres donnés en üne seule 
fraction. 

3 a' . 

S’il s’agit des nombres 2 ■= , -, on opérera sur les fractions 


T? 

7 


sera ^ ou ■— , et leur 


5 ' 7 

équivalentes -g- et — ; leur produit 

.. * *3 7 91 

quotient sera y ou ^- o . 

38 . Les preuves des quatre règles sur les fractions s’exécutent 
par les méthodes indiquées dans le n° i4- 
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S II. Des Fractions décimales. 


4a 


3g. Nous allons exposer maintenant les simplifications dont 
est susceptible le calcul des fractions , quand on suppose que 
l’unité n’admet que des subdivisions de dix en dix fois plus 
petites ; c’est-à-dire, quand le dénominateur est constamment 
l’unité suivie de plusieurs zéro. 

Les fractions prennent alors le nom de fractions décimales. 


H 24*7 • 

Ainsi , — et — î-t sont des fractions décimales. 

IO 100 


Le système adopté pour écrire les nombres entiers fournit le 
moyen de mettre les fractions décimales sous la forme de nom- 
bres entiers j car, d’après ce système, les différens chiffres d’un 
nombre exprimant des unités de dix en dix fois plus petites à 
mesure qu’on avance d’un rang vers la droite; il en résulte que 
si l’on place des chiffres à la droite du chiffre des unités , le i" 
de ces chiffres représentera des dixièmes d’unité, le a e des 
dixièmes de dixièmes ou des centièmes , le 3 e des dixièmes de 
centièmes ou des millièmes ; et ainsi de suite. 

Pour distinguer le chiffre des unités , nous placerons à sa 
droite une virgule décimale de cette forme particulière. 

5in 

Cela posé : si l’on veut mettre la fraction décimale - — - sous 
r 100 


la forme d’un nombre entier , on observera qu’elle se décom- 

5qo 4o 7 Z . 4 7 

pose en f- — 1 — — , ou en 5 unités -J 1 — — , et 

* ioo îoo ioo io ioo 

que, par conséquent, on peut l’écrire de cette manière 5,47- 

On verra, par des décompositions analogues, que les frac- 


tions de'cimales 


207 a47 2004 3 ooo 4 

100’ 1000’ 100000’ 1000 ’ 


peuvent s’écrire ainsi 2 , 07 , 0 , 247 , 0| 02 °°4> 3o,oo4. 


En général : Pour mettre une fraction décimale sous la forme 
d'un nombre entier, on écrit le numérateur, et l’on sépare, à 
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l’aiile de la virgule, autant de chiffres à droite de ce numé- 
rateur qu’il y a de zéro dans le dénominateur. 

Quand le numérateur ne contient pas le nombre de chiffres 
necessaire au placement de la virgule, on y supplée en met- 
tant des zéro à la gauche du numérateur. 

Les chiffres placés à la droite de la virgule sont les chiffres 
décimaux ou les décimales, ils composent la partie décimale ; 
et les chiffres qui sont à gauche de la virgule forment la partie 
entière. Ainsi, le nombre décimal 23,457 contient trois chiffres 
décimaux ou trois décimales ; sa partie décimale est 457 > 
et a 3 est sa partie entière. 

4 o. Pour transformer un nombre décimal en fraction ordi- 
naire, on prend une fraction dont le numérateur est le nombre 
décimal abstraction faite de la virgule , et dont le dénomina- 
teur est l' unité suivie d’autant de zéro qu’il y a de chiffres à 
droite de la virgule. 

Par exemple, le nombre décimal 5,47 es * a 7 ^’ ca * 


5,47 — 5 unités + — 4 — — = • 

10 100 100 100 


7 — 5 47 

IOO IOO* 


41. Pour énoncer un nombre décimal écrit, on énonce d’abord 
la partie entière comme si elle était seule ; puis on énonce la 
partie décimale comme s’il s’agissait d’un nombre entier, et 
l'on termine ce dernier énoncé par le nom des unités du dernier 
chiffre à droite. 

Ainsi, 227,39 s’énonce deux cent vingt-sept unités, trente- 
neuf centièmes. 

Ce nombre peut aussi s’énoncer, vingt-deux mille sept cent 
trente-neuf centièmes, car 227,39= — 7 Ü 9 . 

De même, le nombre 207,039 peut s’énoncer 

Deux cent sept unités, trente-neuf millièmes , ou 
Deux cent sept mille trente-neuf millièmes. 

42. Pour écrire un nombre décimal énoncé , on pose*succes- 
sivcment, à partir de la gauche, le nombre d’unités de chaque 
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espece indiqué dans l’énoncé du nombre proposé, en mettant 
des zéro à la place des unités intermédiaires qui peuvent man- 
quer ; on pose ensuite la virgule à la droite du chiffre des 
unités simples, de manière que chaque chiffre occupe le rang 
qui convient à l’espèce de ses unités. 

Ainsi, chacun des nombres 

Deux cent vingt-sept unités, trente-neuf centièmes. 
Vingt-deux mille sept cent trente-neuf centièmes, 

s’écrit de cette manière 227,39, 
et chacun des nombres 

Deux cent sept unités, trente-neuf millièmes , 

Deux cent sept mille trente- neuf millièmes , 

s’écrit 207,039. 

43 . L’espèce des unités représentées par chaque chiffre d’un 
nombre décimal , dépendant uniquement de la position de ce 
chiffre relativement à la virgule, il résulte de là que : 

i°. Un nombre décimal ne change pas de valeur, quel que 
soit le nombre des zéro que l’on ajoute ou que l'on supprime 

. . 3 3 oo . 

sur sa droite. Par exemple , 2,3 = 2,3oo, car — = . 

r ' 1 1 10 1000. 

2 0 . Suivant qu'on avance la virgule d’un rang, ou de deux 
rangs, ou de trois rangs, etc . , vers la droite d'un nombre dé- 
cimal, on rend ce nombre 10 fois plus grand, ou 1 00 fois plus 
grand, ou 1000 fois plus grand, etc.j. de sorte qu’on le multi- 
plie par jo, ou par 100, ou par 1000, etc. 

Par exemple , lorsqu’on avance la virgule de deux rangs vers 
la droite de 3 , 456 , on rend ce nombre 100 fois plus grand ; car 
chacun des chiffres du résultat 345,6 exprime des unités 100 
fois plus grandes qu’auparavant. 

3 °. Suivant qu'on avance la virgule d’un rang, ou de deux 
rangs, ou de trois rangs, etc. , vers la gauche d'un nombre dé- 
cimal, on rend ce nombre 10 fois plus petit, ou 100 fois plus 
petit, (Tu 1000 fois plus petit, etc.; de sorte qu'on le divise 
par 10, ou par 100, ou par 1000, etc 
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44 . La manière d’opérer sur les nombres entiers étant fondée 
sur cette propriété que dix unités d’un certain ordre forment 
une unité de l’ordre immédiatement supérieur , et les nombres 
décimaux étant soumis à la même loi, le calcul des nombres 
décimaux doit être soumis aux mêmes règles que celui des 
nombres entiers. 

L’addition et la soustraction des nombres décimaux s'effec- 
tuent comme celles des nombres entiers, en ayant soin de placer 
les unités de même grandeur les unes sous les autres. 

Exemples d'addition. 



I 3,34 
4 3,5 3 

38000,909009 
990 » ' 99 ' 

870 5 |î 
8917 5 0 1 

gooO|{ 00700 1 a 
8a 1 0)567 3 

Sommes, 

54,87 

a 8 1 oo|0 1 1 00 0 

3 7 9 4*9 5 0 1 

1 7a i 01968000 1 a* 

• 


Exemples de soustraction. 

* 


54,87 
1 3,3 4 

a 8 i 0 ojo 1 1 
a 80 0 c»|Qo 9 009 

3794 ! 95 oi 

89,7601 

17 31 0,968000 1 3 
83 10,5673 

Restes, 

43,53 

99,101991 

3 7 0 5|3 

9000^00700 I 3 . 


45 . La multiplication des .nombres décimaux s’effectue 
d’abord comme s J il n’jr avait pas de virgule, et l’on sépare 
ensuite autant de décimales a la droite du produit obtenu tps il 
y a de chiffres décimaux dans tous les facteurs* 

Par exemple, soit proposé de multiplier 2,4 par 3,57. Si 
l’on supprime la virgule dans ces deux nombres, ils devien- 
dront respectivement, 10 Jtois plusgrand et 100 fois plus grand , 
leur produit deviendra 1 a fois 100 fois ou 1000 fois plus grand ; 
on obtiendra donc le produit demandé, en multipliant 24 par 
357 , et en rendant le résultat 8568 , mille fois plus petit , ce 
qui revient à séparer trois décimales; à là droite de 8568 ; de 
sorte que le produit demandé est 8 , 568 . 

Les principes des n 0> 4 ° , 3 i el 3 9 > conduisent au même 
résultat; car, d’après ces principes, 
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Remaiiqük. Lorsque le produit qu’on obtient en multipliant 
les facteurs, abstraction faite de la virgule, ne contient pas le 
nombre de chiffres nécessaire au placement de la virgule, on 
y supplée en mettant des zéro à la gauche de ce produit. 

Ainsi, pour multiplier o,o 4 par 0,0012, on forme le produit 
de 4 P ar 12 j lequel est 48 ; la règle prescrivant de séparer six 
décimales à la droite de ce produit, on remplace 4$ par le 
nombre équivalent 0000048, et l’on sépare alors le’s six dé- 
cimales ; le résultat 0,000048 exprime le produit demandé. 

46. La division de deux nombres décimaux présente deux 
cas : 

i°. Quand le dividende et le diviseur contiennent le même 
nombre de décimales , on obtient le quotient en effectuant la 
division comme s’il n'jr avait pas de virgule; car la suppression 
de la virgule revient à multiplier le dividende et le diviseur 
par un même nombre (n° 43 , 2°), et, d’après la remarque 
du n° 33 , cette multiplication ne change pas le quotient. 

Ainsi , le quotient de 4|86 par 2,43 s’obtient en divisant 486 
par 243 , ce qui don De 2. 

On parvient au même résultat en observant que les nombres 

4 , 86 , 2,43, sont équivalens anx fractions • îl? • e t ces 

100 100 

fractions ayant le même dénominateur, on obtient le quotient 
de la i r * par la 2 e , en divisant 486 par 243 (n° 33 ). 

2°. Lorsque le dividende et le diviseur ne contiennent pas le 
même nombre de décimales , on ramène ce cas au précédent , 
en plaçant des zéro à la droite du nombre qui contient le moins 
de décimales (n a (fi, 1°). Ainsi, pour trouver le quotient de 4|86 par 
0,00243, on ramène d’abord la question à diviser 4 , 86 ooo par 
0,00243 ; et la diviston de 486000 par 000243, ou de 486000 
par 243 , donne 2000 pour le quotient demandé. 

47. Lès preuves des quatre règles sur les nombres’décimaux, 
s'exécutent par les méthodes indiquées dans le n° i 4 - 
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De la Réduction des fractions ordinaires en décimales. 

48. Une fraction ordinaire représentapt le quotient de la 
division du numérateur par le dénominateur (n° a4), pour 
convertir une fraction quelconque en décimales , on cherche 
d abord la partie entière du quotient du numérateur par le 
dénominateur, et Von place une virgule décimale , à la droite 
du chiffre des unités de cette partie entière. Pour trouver les 
chiffres décimaux du quotient, on convertit les restes successifs 
en dixièmes, en centièmes, en millièmes, etc. , ce qui s'effectue 
en mettant un zéro sur la droite de chaque reste ; les chiffres 
qu'on trouve ainsi à la suite des unités du quotient, expriment 
les dixièmes, les centièmes, les millièmes, etc. , du nombre 
décimal équivalent à la fraction qu'il s'agissait de réduire en 
décimales. 

08 

ï* r Exemple. Réduire 2-= en décimales. 

25 


On dispose ainsi le calcul': 

98 25 La division de g8 par 25, fournit 3 unités a u 

23° quotient; le reste 23 unités, ou 23o dixièmes, 

5o divisé par 25, fournit le quotient 9 dixièmes 

o et le reste 5 dixièmes qui équivaut à 5o cen- 

tièmes ; enfin, la division de 5o centièmes par - 25 donnant le 
quotient 2 centièmes et le reste zéro , on voit que la fraction 
donnée est équivalente à 3,92. 


Et en effet, 3,92 = 


392 _ 98X 4 _ 98 

îoo 25x4 *5’ 


2 e Exemple. Réduire — en décimales. 

» * * . ■ . 

La division de 3 par 1 1 , effectuée comme dans l’exemple 
précédent, conduit au quotient 0,272727 etc., dans lequel les 
chiffres 2 et 7 se reproduisent dans le même ordre et à l’infini. 

67 7 

3 * Exemple. Réduire - en décimales. 

4g5oo 
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48 

On trouvé que 


ARITHMÉTIQUE. 

■ = o,oi 3 67 67 67 etc. 
49000 


* 4 g. Les fractions décimales auxquelles nous ont conduit 
les deux derniers exemples, se nomment fractions périodiques ; 
la première 0,272727 etc., se nomme fraction décimale pé- 
riodique simple, parce que le groupe de chiffres qui se re- 
produit sans cesse, et que l’on nomme période, se montre 
immédiatement après la virgule ; la seconde 0,01 3 67 67 etc., 
se nomme fraction décimale périodique mixte , parce que la 
période 67. ne commence qu’à une certaine distance de la vir- 
gule, dont elle est séparée par une partie décimale non pério- 
dique 01 3 . 

Nous allons failre voir que toute fraction décimale périodique, 
simple ou mixte, peut être convertie en une fraction ordinaire 
équivalente. 

i°. Soit proposé de convertir la fraction décimale périodique 
simple 0,272727 etc. , en fraction ordinaire. Si l’on représente 
cette fraction par x, on aura 


une'fois x— 0,272727610., 
et en mutipliant par 100 , on voit que 

100 fois x — 27,272727 etc. 

• 

Si l’on retranche une fois x de xoo fois x, le reste 99 fois x 
sera égal à 27,272727 etc. — 0,272727 etc., ou à 27 , car les 
parties décimales périodiques se détruisent. Donc^ 

„ , 27 3 

on fois x = 27 ; crou x = — = — -• 

ov ‘ 99 1 1 

• - , * J, ; 

Toute fraction décimale périodique simple , moindre que 
l'unité , est donc équivalente à une fraction ordinaire qui a 
pour nufkéraleur la période, et pour dénominateur un nombre 
composé d’autant de 9 qu'il J a de chiffres dans la période. 

2“. Soit la fraction décimale périodique mixte 8,0 13 67 67 etc. 

En la désignant par x, ou a 
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. IMOOOfoisZ b= 801367,676767610. ' 

1000 fois x =: 8013,676767610. 

Retranchant la a* égalité de la 1”, la partie décimale 
disparaît , et il resté 

> 

qqooo fois arœ 801367— 8 oi 3 ; d’où x = 

,. v. .. 99 °°° , 

La comparaison de cette valeur de x avec le nombre 
8 ,oi 3 67 67 67 etc., conduit à la règle suivante: 

Pour convertir une fraction décimale périodique mixte en 
fraction ordinaire , transportez successivement la virgule à 
droite et à gauche de la première période ; la différence entre 
les parties entières des nombres décimaux qui en résultent ex- 
prime le numérateur de la fraction demandée. Pour former'le 
dénominateur , prenez un nombre composé d'autant de g qu’il 
y a de chiffres dans la période, et mettez autant de zéro à la 
droite de ce nombre qu'il y a de chiffres entre la virgule et la 
première période. 

Cette règle convient aussi aux fractions décimales pério 
diques simples, plus grandes que l’unité , en observant que ces 
fractions n’ayant aucun chiffre entre la virguleet la première 
période , il ne faut pas mettre de zéro à la suke des g du 
dénominateur de la fraction ordinaire équivalente. 

Les règles précédentes donnent , 


à 

0,999 etc. p=|=i , 


0,00999 etc. = — = — = 0,01 , 
900 too ' ’ 

_ . , , 2o3o 4 — sto 3 20101 

20,3 04 04 04 etc. = ■ — = , 

99 ° 99 ° 

13726 — 1 37 i 3588 


1 37,25 25 x 5 etc.: 


. 99 99 

5 o. Lorsqu'un nombre n’est pas terminé par une infinité 
de 9 , la totalité des chiffres que Von supprime sur sa droite 
a toujours une valeur moindre qu'une unité du dernier ordre 
conservé. 

4 
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5o ARITHMÉTIQUE. 

Par exemple, soit le nombre 37,46785 etc. -, en supprimant 
tous les chiffres placés à la droite du chiffre 6 des centièmes , 
la partie sppprimée 0,00785 etc. , est moindre que la frac- 
tion décimale périodique mixte 0,0099999999 etc. , ou qu’un 
centième (n° 4 _ 9 > 2 °)" 

Par conséquent : pour obtenir la valeur d’un nombre a moins 
d'une unité décimale d’un ordre donné, il suffit de supprimer 
tous les chiffres qui expriment des unités inférieures à cet 

ordre. . . 

D’après cela, pour trouver la valeur dune fraction ordinaire 

à moins d’une unité décimale dun ordre donné, il ne s’agit que 
d’effectuer la division du numérateur par le dénominateur , 
cüaprès la méthode du n° 48 ,.et de continuer le calcul jusqu’au 
chiffre du quotient qui exprime des unités décimales de 1 ordre 

donné. > . ■> • . ■> 

On trouve ainsi que la valeur, à moins d’un millième d’unité, 

j e A ou du quotient de 3 ,par 1 1 , est 0,272. 

'il 

5i, Pour approcher le plus possible de la valeur dun 
nombre décimal, en supprimant plusieurs chiffres sur sa droite, 
distinguez trois cas : si le premier chiffre à supprimer est 
moindre que 5, supprimez-le avec ceux qui le suivent; s’il est 
plus grand que 5 , ou si , étant 5 , il est suivi d’autres chiffres 
significatifs, augmentez d’une unité le dernier chiffre à con- 
server; enfin , si le premier chiffre à supprimer est égal à 5 et 
n’est pas suivi d’autres chiffres significatifs, vous pourrez laisser 
le dernier chiffre à conserver tel qu’il est, ou l’augmenter d’une 
un ité. Dans ces trois cas, l’erreur ne saurait excéder une demi- 
unité du dernier ordre conservé. 

Par exemple , suivant qu’on ne veut conserver qne deux ou 
trois décimal»» ™ ,eur ,a P 1us a PP r0C,,ée P ossib,e de 
5 , 6 a 37 etc. , est 5 , 6 .>. ou 5,624. 
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CHAPITRE III. 

Des Mesures de France, anciennes et nouvelles. 


S ï' r - Des Mesures anciennes . 

5 a. Les mesures anciennes n’étant que rarement employées, 
nous nous bornerons à exposer leur nomenclature, et à donner 
une idée de leur calcul." " ' ' ’ 

Les longueurs s’évaluent en toises, en lieues, en milles, etc 
La toise se divise en 6 parties égales, que l’on nom mepLâs 
U pied se divise en 12 pouces , le pouce en « 2 lignes , et la ligne 
en 12 points. b 

La circonférence se divise en 36 o parties égales, que l’on 
nomme degrés. Le degré se divise en 60 minutes, la minute en 
60 secondes , la seconde en 60 tierces j etc. 

La longueur approchée de la circonférence de la terre est de 
30522960 toises. On en déduit que la longueur du quart de 
la circonférence de la terre, ou de 90 degrés terrestres, c’est- 
à-dire la distance terrestre du pôle à V équateur, est de 
5i3o 7 4o toises, et <jue la longueur d’un degré terrestre est 

U 90"'»' partie de 5 i 3 o 7 4 o toises, ou 57008“'"' + î de toise 

y o * 

OU 5 7 Oo 8*°'"'|2222 etc. 

La lieue et le mille servent à évaluer les distances itinéraires 
La lieue terrestre est la a 5 w "' partie d’un degré terrestre- 

elle vaut donc la 25 "- partie de 57008»'"', 2222 etc., oui est 
2280»'"', 32888 etc. qui esc 

Le degré terrestre valant a 5 lieues terrestres, la circonfé- 
rence de la terre, qui est de 36 o degrés, vaut 36 o fois 25 lieues 
terrestres, ou 9000 lieues terrestres. 
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La lieue marine, de 20 au degré, est la partie de 

570o8' 1 ’ i '" I 222 etc. , ou 285 o ,l ’ l "’, 4 i 1 11 etc. 

La lieue de poste est de 2000 toises, ou de 2 milles. 

Le pas ordinaire est de 2 pieds 6 pouces. 

Le pas géométrique ou la brasse est de 5 pieds. 

Les surfaces de peu «retendue se mesurent avec des toises 
quarrées (*) , des pieds quarrés, des pouces quarrés , etc. 

L’aune sert à mesurer les draps , les toiles, etc. Sa longueur 
est de 3 pieds 7 pouces 10 lignes 10 points, ou de 6322 
points (**). 

L’aune quarrée est une surface qui a une aune de long, sur 
une aune de large. Sa longueur et sa largeur se divisent ordi- 
nairement en tiers, en sixièmes , en douzièmes , en demies , en 
quarts , en huitièmes , et en seizièmes. 

3 

Une aune à est une surface qui a tine aune de long, sur 


■7 d’aune de large. 

4 

g 

,, L 'aune quarrée, vaut une aune à 5> ou 8 aunes à 

o 


1 

8 ’ 


etc* 


Les surfaces des terrains s’évaluent en perches et en arpens. 
L’arpent vaut 100 perclies. 

La perche de Paris est un quarré dont chaque côté a 1 8 pieds; 
cette surface est de 18 X 18 ou 3 a 4 pieds quarrés. 

La perche usitée dans les eaux et forêts est un quarré de 
22 pieds de côté ; elle vaut 22 X 22 ou 484 pieds quarrés. 

Les volumes s’évaluent en toises cubes (*), en pieds cubes, etc» 


(*) Les définitions exactes dn quarré et dn cube qe pouvant se donner 
que dans la Géométrie, nons nous bornerons ici il donner une idée de ces 
quantités en observant que chacune des six faces d’un dé à jouer. est nn 
quarré , et «pie ce dé est un cube. 

(* # ) Un pied valant tu poitees , il en résulte que 3r* valent vsr° x 
ou }3 pouces, Or, ire=ia*'» ; donc 

3ri-po io ,f » = u ,/ « x 43+ io w * = 5a6 w *. 

Enfin, comme 1 “e = les 3r‘ qf' io“t 10 r»*'»** valent 

w 

t ÿ«Xu y 5a6-f- ior° ln “, on 63 îi points. 
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Ob mesure les matières sèches , telles que les grains , avec le 
setier qui se divise en 19 boisseaux , el le boisseau qui vaut 
16 litrons. 

Pour mesurer les liquides , on fait usage du muid g t de la 
pinte ; le rnuid de Paris vaut 288 pintes. 

L'unité de poids est la livre poids qui vaut 2 marcs ; le marc 
vaut 8 onces, l’once vaut 8 gros, le gros vaut 3 deniers , et le 
denier vaut 24 grains. 

Cent livres poids forment un quintal. 

L’unité monétaire est la livre tournois qui se décompose eu 
ao sous ; un sou vaut 4 Hards ou 12 deniers. 

Les monnaies de cuivre ou de billon sont les liards, les pièces 
de 6 I iards , les petits sous de 4 liards , les gros sous de 8 liards. 

Les monnaies d’argent sont les pièces de 6 sous , de ta sous , 
de a 4 sous, le petit écu de 3 livres , et l’écu de 6 livres. 

Les monnaies d’or sont les louis de 24 livres, et le double 
louis. 

Les mesures temporaires ou de durée, sont déterminées par 
les luouveroens périodiques de la terre et de la lune. 

La terre, qui est à peu près sphérique, a un double mouve- 
ment : l’un de rotation autour d’un de ses diamètres, qu’on 
nomme axe de la terre et dont les. extrémités sont les pôles ter- 
restres ; l’autre de translation autour dit soleil.. 

La durée d’une révolution de la ferre autour de son axe, 
forme un jour que l’on partage en 24 heures. L’heure se divise 
en 60 minutes , et la minute en 60 secondes. • 

Le temps employé par le centre de la terre k faire une 
révolution complète autour du soleil, ou Y année solaire, est 


d’environ 365 jours 7. L’année ordinaire ou civile est de 365 

4 

jours. Il en résulte que quatre années solaires valent un jour de 
plus que quatre années ordinaires. Pour faire concorder ces 


deux sortes d’an nées , on est convenu d’ajouter un jour à chaque 
quatrième année civile , qui est dite bissertile. 

'' 1» • , . 

L’apnée sç divise çr« douze mois, savoir : 

9 ,\ .. Vi , v V » 
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Janvier , février, mars , avril , mai , juin , juillet , août, sep- 
tembre , octobre , novembre et décembre. * '■ 

Le calendrier actuel s’appelle calendrier grégorien , parce 
qu’il est dû au pape Grégoire xxn. 

Du calcul des Nombres concrets. 

53. Dans l ’ addition comme dans la soustraction , les nom- 
bres sur lesquels on opère doivent être composés et unités de 
même nature , et les unités du résultat sont de même nature 
que celles des nombres sur lesquels on a opéré. 

Ainsi, la somme des nomhres 7 toises, 2 toises, est 7 + 2 
ou g toises, et leur différence est 7 — 2 ou 5 toises. 

Dans la multiplication , le multiplicateur est essentielle- 
ment abstrait, et les unités du produit sont de même nature 
que celles du multiplicande. . \ 

Ainsi, le produit de 5 toises par 3 est 3 fois 5 ou i5 toises. 

Dans la division , lorsque le dividende et le diviseur sont 
composés d’unités de même nature, le quotient est un nombre 
abstrait qui exprime combien de fois le dividende contient le 
diviseur. Quand le dividende est concret et le diviseur abstrait, 
le quotient est de la nature du dividende ; la division sirt alors 
à partager le dividende en autant de parties égales qu’il y a 
d’unités dans le diviseur, et le quotient exprime l’une de ces 
parties. \ ‘ . , - ... 

Ainsi , le quotient de 56 toises par 8 toises est 7 ; il exprime 
que 8 toises est contenu 7 fois dans 56 toises ; et l’on obtient la 
septième partie de 56 toises, en divisant 56 toises par 7 ; ce 
qui donne 8 toises. 

Les nombres concrets composés d’unités de diverses gran- 
deurs , tels que le nombre 5 toises 3 pieds, sont dits complexes , 
et, par opposition, ceux qui ne renferment que des unités de 
même grandeur, sont des nombres incomplexes. 

Ce qui précède fournissant le moyen d’opérer sur les nombres 
concrets incomplexes, nous allons nous occuper du calcul des 
nombres complexes qui exprime ni les mesures anciennes. 
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Poui; additionner des nombres complexes, on écrit les unités 
de même grandeur les unes sous les autres , et l’on ajoute suc- 
cessivement ces unités, en commençant par les plus petites, 
aiin de pouvoir joindre les retenues aux colonnes suivantës. 

En voiei des exemples : . 


Nombre* il ajouter 

• t . ' ! • 

Sommes. . 


7 T 

5 r‘ 

IIP® 

3 

4 

r»* 

iaJ* 

IO* ~ 

9* 


10^* 

4 

5 

iS* 

• 7 s 


«7 T 

4" 

IO*« 

1 1 
ao 

3,» 

o*f 

H 


Dans la première addition , on commence par les fractions 

valent — , ou i d : on pose 

20 20 r 

» 

— , et ta retenue i pa jointe aux 21?° contenus dans la colonne 


3 h 

de pouce , et l’on dit : ^ plus g 


des pouces, donne 22e". Pour extraire les pieds contenus dans 
22'’*, ou divise 22 par 12 , ce qui donne 1 au quotient et 10 
de reste; les 22'’' valent donc 1*“ 1 o p ° ; on met les io ? 0 dans 
la colonne des pouces, et la retenue i*" jointe 1 S>“’ + 4 ' l i 
donne io f, ‘, ou i T 4*’ 1 > on écrit les 4 *", et la colonne dés toises 
augmentée de la retenue i T , donne i7 T que Pou pose au rang 
des toises. 

On -a effectué la seconde addition d’après les mêmes principes. 

Pour soustraire deux nombres complexes l’un de l’autre, on 
retranche successivement les diverses unités du plus petit nom- 
bre, de celtes du plus grand, en commençant par les plus 
petites, a£n de rendre les emprunts possibles. En voici des 
exemples : 1 1 ' 


De 

. 17 T 

4' 1 

tOe® 

1 1 
ao 

De 

... 3 ,» 

oS 

SX' 

ôtez 

• 9 t 

4 " 

10P* 

4 . 

5 

Atez 

... 18* 

1 



Reste . . . 

• 7 T 

5 f‘ 

Ilf® 

3 

4 

Reste. . 

.. 18* 

11S 

10 * . 

i 
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Dans le premier exemple, comme on ne peut ôter g ou 

ii .... 1 ir° 

de —, on emprunte i'” sur les io*“ ; cet empruut, joint a — , 

3 i p * 16 3 i . . , i 5 3 

donne — ; on ôte — de — , ce qui fournit le resté — ou , 
20 20 20 ’ 20 4 

que l’on écrit au rang des fractions de pouce du résultat. Le 

nombre dont on soustrait ne contenant plus que 9 pouces, on 

emprunte i p> sur les 4 ,! , et l’on retranche les io^° de i pi çf" ou 

de aif" ; on écrit le reste 11 pouces. Passant à la colonne des 

pieds, ou emprunte i T ou 6 pi , et l’on retranche 4 ?< de I T 3 pl ou 

deÿ", ce qui donne le reste 5 f‘. Enfin, on obtient les 7 toises 

du reste total en retranchant g T de \ 6 T . t 

On a effectué la seconde soustraction d’après les mêmes 
principes. 

Pour multiplier un nombre complexe par un nombre entier 
abstrait, il suffit d’effectuer la multiplication de chaque partie 
du multiplicande par le multiplicateur, eu commençant par 
les plus petites unités. 

Exemple. Former le produit de 1 2 # % s 3 * — par 12. 

* 11 

On dispose le calcul de la manière suivante : 

3 

Multiplicande i a*’ 3* ~ 

Multiplicateur..., ta , 

Produit i45* 7 ^ a*—, 

' 11 


2 JA j * 2 • 

et l’on dit : 12 fois— valent — ou 2 — , j’écris — et je retiens 
11 11 il’ 11 1 

les 2* pour les joindre à 12 fois 3 *; cela donne 38 *" ou 3 2 * * S 2*; 

je pose 2* au produit, et en ajoutant la retenue 3 ^ à 12 fois 2 S , 

je trouve 2J* ou 1* J* ', j’écris ^ au produit, et la retenue i* - , 

augmentée de 12 fois 12*, donne t 45 <r . 

2 

Le produit total est donc i 45 # 7^ a* — . 
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Pour diviser un nombre concret , complexe ou incomplexe , 
par un nombre entier abstrait , on commence par les plus hautes 
unités du dividende, et l’on convertit chaque reste en unités de 
l’ordre immédiatement inférieur, pour obtenir les unités des 
ilififérens ordres du quotient. 

a 

Exemple. Trouver le quotient de 1 45 # ^ 2* — par 1 2. 

On divise 145* par 12, ce qui fournit le quotient la* - et le 
reste î* - ou 2o ,r ; on ajoute à ce reste les ’} s du dividende, la 
somme 2^ J ‘ divisée par 12 donne le quotient 2- r et le resté 3 - r 
ou 36 è; ajoutant à 36 * les 2* du dividende, on divise 38 * par 12, 

# , . 2 

ce qui conduit au quotient 3 * et au reste 2*: on divise 2* — 

24* . ' ' 2* J " 

ou— par 12, le quotient est y- ; la somme de ces quolien* 

partiels détermine le quotient total «2 # i s 3* — , , 

I 1 ... . |.u V 

La multiplication et la division d’un nombre complexe , par 
une fraction se déduisent de ce qui précède , car cela se réduit 
à multiplier et à diviser successivement un nombre complexe 
par un nombre entier. '-'i '' 1 

Pour multiplier un nombre complexe par le nombre des 
unités et parties d’unité indiqué par un autre nombre com- 
plexe, il suffit d’etfectuer successivement le» produits du mul- 
tiplicande par ces difiërens nombresd’unitcs et de parties d’unité 
et de faire la somme. -,i 

Exemple . Le prix cT une toise étant n#- i-T 3». — 

1 1. 

Trouver le prix de : ia T 5 r‘ 8r».. 

Prix de la ; i45# - s 2 . 

1 ‘ II- < • 

Prix de 5 pied» 10 1 10 

Prix de 8 pouce» • 1 fi , , ->.. 3 .» 

_ 99 _ 

Prix dr« iaT 5 f. 8». | 5 C#- lü-T n*>l% 

Hj» 
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V ' * ^ . » • 

Qa trouvera le prix i^ 5 tt ' 7^ 2* -- de. 12 toiser, en multi- 
pliant le prix d’une toise par 12 {page 56 ). 

5 

Pour calculer lé prix de 5 ^*, on ohserve que 5 p ' étant les g 


d’une toisé, il suffit de prendre les g du prix I2 # 2 f 3 * y ^ 
dé la toise. 


* 8 

Enlin , 8 pouces exprimant les — d’une toise, on obtient le 

72 

a 8 

nar — ou pal 

7 2 . 9 


a 8 1 

prix des 8 1 ’ 0 en multipliant 12* a x 3 * yy par — ou par 


La somme des prix de ia T ,. de 5 ^ et de 8 p0 , donne le prix 
des ia T 8 /’°. 

Occupons-nous de la division de deux nombres complexes 
l’un par raulre. 

1** Exemple. Une toise d’ouvrage coûte g r 1 o* 1 combien 

* >1 i . 


aura-t-on de toises pour 1*" 5 ^ 6^. Le prix d’une toise mul- 
tiplié par le nombre de toises cherché étant i*" 5 ^ 6 S> , on ob- 
tiendra ce nombrè de toises en divisant t * 5 - f 6* par 1 o* ^y . 


Pour ramener la question à diviser deux nombres entiers l’un 
par l’autre, on fait d’abord disparaître le dénominateur 3 i , en 
multipliant le dividende et le diviseur par 3 i , ce qui ne change 
pas lé q uotient ; les produits sont 3 g'*' 1 o^ 6* et i 5 * 6- r ; on fait 
disparaître successivement les deniers et les sous, en multipliant 
ces produits par 2, et les résultats par 20; ce qui donne 1 58 1 

. . , i58i* 1 58 1 

et 61 2*\ Le nombre de toises cherche étant , ou -g-yy » 

on divise i 58 i toises par 612; le quotient 2 toises 3 pieds 
6 pouces est le résultat demandé. 

2* Exemple. 'Prouver le prix de la toise, lorsque 2 toises 
3 pieds 6 pouces coûtent 1* 5 J 6*. On dit 
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ijT 3fi Cr», coûtant 1 #' 5 J" 6*>, 

1 fois aT 3 />•' 6f » ou 5 T 1 P‘", coûtent a fois 1 * 5 S G* ou i» |i - r , 

C fois 5 T iW ou 3i T , coûtent 6 -fois a* 1 «Jj ou i5 # ‘ 6- r . 

■ Une toise coûte donc la 3 l“ l '’ , partie de 1 5 * , ou 9^ io*' 

On voit que la division de deux nombres complexes l’un par 
l’autre peut toujours se ramener à celle d’un nombre concret 
par un nombre entier abstrait. 

Méthode des parties aliquotes. 

La division d’un nombre complexe par un nombre entier 
abstrait, fournit le moyen de simplifier les calculs relatifs à 
la multiplication d’un nombre complexe par un nombre entier 
et par un nombre complexe. A cet effet, on décompose le mul- 
tiplicande et le multiplicateur, de mauière que les produits 
partiels se déduisent les uns des autres. 

1 " Exemple. Calculer le produit de 1 2* n s 3 * — par 12. 

On dispose l’opération de la manière suivante : 

Multiplicande ,a * ^ 3* — 

Multiplicateur 

la foi» \ 2 * t font i44* ü * f °* 

1 2 Jois i * donneraient \2* y 

la fois 2 ^ donnent donc le dixième de 12 *, ou I 4 ° 
i» fois 3* donnent le huitième de i* 4*^» ou o 3 o 
1 2 fois 2* donneraient 2 ^ , 

i a fois — , donnent donc le onzième de a**’, ou o o a — 

U 11 

• ,* ! 

a 2 

îa fois îa* a*** 3* — , font donc \\5* 7*f a* J* > 

‘ v. •? • r •••’ • : ' t ' p,tl ^ 

et l’on dit: 12 fois 12* font *44^'» 12 fo * s ** donneraient tu*', 
mais i s est le dixième de i* - ; 12 fois v 1 donneront donc le 
dixième de 12* ou i* l\ s ou ï\ s j et comme 3 * est le huitième 
de 2 jh , 12 fois 3 * donneront le huitième de ïlf , ou 3 J ’. Enlin , 
1 2 fois 2* ayant donné 1*4^ ou 24^, c t 2* étant le douzième 


r 
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de 2 f , le produit de a* par la est le douzième de a 4 ^ ou a-*" , 


ou a^', le produit de de denier par La , sera donc le onzième 

* , 51 . 

de 24* ou 2,1 — • somme des produits partiels des différentes 
parties du multiplicande par le multiplicateur, détermine le 
produit total ifâ* y* 2* — » 


On a obtenu le produit total eu décomposant le multiplicande 
en parties aliquotes les unes des autres , c’est-à-dire en parties 
qui sont contenues exactement les unes dans les autres. Ce pro- 
cédé est connu sous le nom de méthode des parties aliquotes. 

a« Exemple. Le prix d’une toise étant. .... la* a-* - 3* 

Quel est le prix de la^ 5s 1 8 r° 


a 

i». Prix de la luises. lÿi* a* — 

/ 1 T 1 3 

l Prix de 3*" ou de - •••%•• 6 i t — 

a*. Prix de 5* ) 3 91 

1 . 1 T 3 

I Prix de ar* ou de - 4 ° 9 35 

3*. Prix de 8 r», ou de ; de ar< l 6 li — 

3 99 


Prix total de» ia T Sr‘ 8r* i56* t5-T n*> 1-5. 

190 

On obtient le prix de 12^ en multipliant le prix d’une toise 
par 12. 

Pour tronver le prix de 5 P*, on décompose 5 f i en 3 ?‘ plus i fl ; 
la moitié du prix d’une toise donne le prix de 3 pieds , et le 
tiersdu prix de la toise exprime le prix de 2 pieds. . . r 

Enfin , 8 ponces étant le tiers de a pieds, le tiers du prix de 
2 pieds détermine le prix des 8 pouces. '■ 

La somme des prix de ia T , de 3 ^', de a ? 1 et de donne le 
prix. total des i2 T 5 P‘ 8 r°. , • 1 . r 1 • 1 •••' 

Ce calcul se réduit à décomposer l’ouvràge dont on cherche 
le prix, en parties aliquotes les unes des autres , de manière 
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que le prix de chaque partie de l’ouvrage devienne une partie 
aliquote d’un prix déjà obtenu. 

§ II. Des Mesures nouvelles. 

54. Dans le nouveau système, toutes les mesures sont liées 
entre elles et dérivent d’une unité principale qui peut se vérifier 
dans tous les temps et dans tous les pays ; la nomenclature ne 
présente qu’un petit nombre de mots, et le calcul se distingue 
par sa simplicité , parce qu’il ne s'effectue que sur des nombres 
décimaux. 

Des Mesures linéaires ou de longueur. 

Pour déterminer V unité de longueur, nommée mètre , on a 
cherché la longueur de l’arc thi méridien terrestre qui mesure 
la distance du pôle à l’équateur; cette longueur, qui exprime 
le quartvle la circonférence de la terre, a été trouvée de 5 13074° 
toises, ou de 3078444° pieds; sa dix -millionième partie a été 
adoptée pour la longueur du mètre ; de sorte qu’un mètre vaut 
o T , 5 i 3 t )74 ou 3 '-"‘ , \o 78444 , ou environ fr 1 * 1 ' 1 i !, f‘ l " 1 2g6 (*). 

Toutes les' mesures nouvelles de France dérivent du mètre. 

Les mesures linéaires, ou de longueur , sont des multiples et 
des sous-multiples décimaux du mètre ; c’est-à-dire que ces me- 
sures sont les produits des multiplications et les quotiens des 
divisions de la longueur du mètre par 10, 100, 1000, etc. 

On compose les mesures plus grandes ou plus petites que 
l’unité principale, en faisant précéder le nom dç celte unité 
des mots . ' v 

Myria , kilo, htctn, deçà, déci, ccnti, milli . 

qui désignent respectivement, ’ 

dir-mille, mille, cent, dir, dixième , centième, millième. 

,(♦) Pour évaluer la partie décimale or', 078444 en pouces, il suffit il* la 
multiplier par iî, car un pied vaut i a pouces ; on trouve ainsi que or', 07844b 
vaut or-,g 4 i 3 a 8 . De mime, pour convertir ce dernier nombre cA lignes, il 
suffit de le multiplier par ta , car un piuce vaut 11 lignes ; on voit de cette 
manière que of°i94i3a8 vaut 1 1 '‘Viigôgîô , ou 1 1 li t 1Î96 S moins d’un dix- 
millièmc de ligne. 
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Ainsi, le mjrriamètre vaut dix mille mètres; le centimètre est 
un centième de mètre ; etc. 

Les multiples et les subdivisions des autres unités concrètes 
suivent la même loi. 

Pour exprimer la distance d’un lieu à un autre, on fait usage 
du mjrriamètre qui vaut 10000 mètres , ou 10000 fois o T , 5 i 30^4 
ou 5i3o t ,74, etdu kilomètre qui vaut 1000 mètres, ou 5i3 t ,074- 

La circonférence se divise en 4 °° parties égales nommées 
grades ou degrés centésimaux ; le degré vaut i oo minutes , la 
minute vaut 100 secondes , etc. 

. 1 

Des Mesures de superficie. 

Vanité de surface est le mètre quarré. 

L’unité qui a .été adoptée pour mesurer les surfaces des 
terrains est un quarré de dix mètres de côté, nommé are. 

L’are équivaut à i oo mètres quorrés , ou à loo fois un mètre 
quarré, ou à îoo quarrés d’un mètre de côté. La centième 
partie de l’are, ou le centiare , vaut un mètre quarré. La col- 
lection de cent ares se nomme hectare et non pas hecto-are. 
L’hectare vaut ioooo mètres quarrés ; c’est un quarré de loo 
mètres de côté. 

Des Mesures de volume et de capacité. 

. fi 1 » 

V unité de volume est le mètre cube. Le mètre cube prend 
le nom de stère , lorsqu’il sert à mesurer les bois de chauffage. 

L 'unité de capacité, pour les liquides et les grains, est le 
i.itre ; il équivaut à un décimètre cube. Les mesures usitées 
sont Yheclolitre , le décalitre, le litre, le décilitre. 

Le litre remplace la pinte (pour les boissons), et le litron 
(pour les grains); il est un peu plus grand que la pinte et que 
le litron. Le décalitre remplace le boisseau pour mesurer les 
grains; l’hectolitre remplace le setier. 


« 
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De la Mesure des poids. 

■ * ; 

L’unité de poids est le oiumue ; il équivaut au poids d’un 
centimètre cube d’eau distillée ramenée à son maximum de 
condensation ou de densité ; ce poids, exprimé en mesures 
anciennes , est de »8* , “' ilI '(8a7«5. >.* 

Le kilogramme ou la livre poids nouvelle, ou la livre dé- 
cimale , équivaut donc à 1000 fdis i8? railu , 82715, ou à... 
i8827*'*‘«',i5. 

Des Monnaies. 

La nouvelle unité monétaire est le franc. La pièce d’un franc 
pèse cinq grammçs. Le dixième d’un franc s’appelle décime, et 
le centième d’un franc est un centime. On compte actuelle- 
ment par francs, décimes et centimes. Les monnaies d 'argent 
sont les pièces d’un franc, d’un demi-franc, d’un quart de 
franc , de deux francs et de 5 francs. La pièce de 5 francs pe- 
sant 25 grammes, on voit que 4° pièces de 5 francs pèsent 
4o fois 25 grammes, ou 1060 grammes, ou un kilogramme. 

Les nouvelles monnaies d’or sont les pièces de 20 francs et de 
4o francs, qui remplacent le louis et le double louis. Les pièces 
de 20 francs pèsent 6* , *f‘"' , ,45r6i . f ' 

Les nouvelles monnaies de cuivre sont les petites pièces d’un 
centime, qui valent un centième de franc, la'pièce de 5 centimes 
oü le nouveau souj la pièce d’un décime ou le nouveau gros sou, 
qui vaut un dixième de franc. 

•fidxK rd ■ ■ '••V.yt'v". .-.•*»(• ►. f :viVHVW . 

Numération et calcul des nouvelles mesures. 

55. La numération et le calcul des nombres décimaux , con- 
viennent aux nombres complexés qui expriment les nouvelles 
mesures, car ces mesures sont soumises à la subdivision dé- 
cimale. I 

Pour énoncer une nouvelle mesure exprimée par un nombre 
décimal, on énonce d’abord le nombre décimal en faisant abs- 
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traction dp la nature de ses unités (n° 4 *)i P u '* 0,1 remplace 
l’unité abstraite par Fuuité concrète dont il s’agit. 

Ainsi, le nombre 227 ™*, 3g peut s’énoncer : 

t.v * 

Deux cent vingt-sept mètres , trente-neuf centimètres , 
ou vingt-deux mille sept cent trente-neiff centimètres (n* 40 - 

Pour meure en chiffres une nouvelle mesure énoncée, on écrit 
d’abord le nombre énoncé, d’après la règle du n° 4 ^ . en faisant 
abstraction tle l’espèce de l’unité concrète ; on place ensuite 
sur la droite du chiffre des unités la lettre initiale du nom 
de l’unité concrète. 

Ainsi, chacun des nombres 

Deux cent vingt-sept mètres, trente-neuf centimètres, 
vingt-deux mille sept cent trente-neuf centimètres , 

s’écrit de cette manière 227 " , , 39 . 

Pour rapporter une nouvelle mesure, exprimée par un 
nombre décimal, à l’une quelconque des unités concrètes de 
son espèce , il suffit de multiplier 04 de diviser, le nombre dé- 
cimal par 10 , ou par 100 , ou par jooo, etc. ; ce qui se réduit 
n transporter la virgule à la droite du chiffre qui exprime les 
unités de l’ordre demandé- 

Ainsi, pour convertir 8325 m ,47 en beotomètres, on observe 
qu’un hççtqraètre valant 100 mètres, il suffit de diviser 8325,47 
par too, ou d’avancer ia virgule de deux rangs à gauche; ce 
qui reyient à transporter la virgule à la droite du ohiffre 3 des 
centaines de mètres. De sorte que 8325’", 47 vaut 83* re “" , ,a547. 

L’addition et la soustraction des nombres rapportés à la même 
unité, s’effectueat d’après la règle do n° 44 * . 




Exemples 

d' addition. 

.... ■ * 

. V . ■ ,»»- 

,31 * 

I a8oo'v/ r “**' iQogoog 1 

37o5 j * w " , ,i 

4*» 

,53 

95 / 

1101991 

g ÿS'c'—fjüol 

Sommes 54“* 

,87 

a8lOO/ 

(O! IOOO 

3 794* i,, " - i9 S" 1 * 


• • i- .1 
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Exemples de soustraction. 


De 

54»'' ,87 

u8ioo/' a « c ' 

|OI 1000 

3"f>4 9301 

Otez 

13™ ,34 

28000/ 

î9°9 0 °9 

8ga«.'-. ( -5 0, 

Reste 

43™ ,53 | 

9!/ 

i ,OI 99i 

37o5‘ , “'™-,3 


La multiplication et la division s’exécutent d’après les règles 
des n os 45 et 46. On trouve ainsi, que le produit de o m ,o 4 par 
0,0012 est o m , 000048, et que le quotient de o m , 000048 par 
o’ n ,o4 est 0,0012. 

Les règles des n°» 5 o et 5 i s’appliquent aux nouvelles me- 
sures. Ainsi, la valeur de 46785 etc. à moins d’un centi - 
mètre est 37 ,46 , et suivant qu on ne veut conserver que deux 
ou trois décimales, la valeur la plus approchée de *5"*, 6237 etc. 
est 5 m ,62 ou 5 m , 624 . 


De la comparaison des grandeurs des différentes 
mesures anciennes et nouvelles. 


unités des 

. M.»fl 


Mesures linéaires ou de longueur. 

56 . r°. Pour comparer le mètre à la toise et à ses subdivisions, 
et réciproquement, on observe que la relation fondamentale 

10 000 000 mètres = 5 i 3 o 740 toises (page 61) donne 
T ioooooo ” 1 

1 =- 573^4" ==,m '949o3659 I 2i2963etc., i m =o T ,5i3o74. 

Connaissant la toise en mètres , on en déduira les valeurs en 
mètres, du pied, du pouce, etc., en divisant successivement 
par 6, par 12, etc.; et réciproquement, pour évaluer le mètre 
en pieds, en pouces, en lignes, etc., il suffira de convertir la 
valeur o t , 5 i 3 o 74 du mètre, en pieds, en pouces, en lignes, etc. 
en multipliant successivement par 6, par 12, par 12, etc Ce 
qui conduira aux résultats suivans : 

1 p< =o m , 32483943 1 868827 etc. , 1 o m ,027 069952655735 etc. 

j “»= o“, oo225582 9 387977etc., i ?° f "'= o°‘,ooo 1 87985787.33 1 etc 
1 ”=3'*, 078444=36?°, 941 328=443", 295936. 
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2°. Pour comparer Faune au mètre, on observe qu’une aune 
vaut 63 aa points, et qu’un point vaut o m , 000187985782331 etc.; 

l’aune est donc égale à 6322 fois o m ,oooi8798578233i etc. , ou 
à i m , 18844^11 58965 etc. 

Réciproquement: Une aune valant i ra , 1884461 158 etc., ou 
i n X 1,1884461 etc. , si l’on divise l’unité par i, 1884461 etc., 
le quotient 0,841 4 3 4® etc., sera la valeur du mètre en aunes. 

3 °. Pour évaluer les lieues en kilomètres, et réciproquement 
les kilomètres en lieues , on fera usage de l’ancienne division 
de la circonférence en 36 o°, et l’on dira : 


Puisque 90° terrestres valent tooooooo»"- (n” 54, t°) ou ioooo , "°" < "'**, 
ioooo* i, °»- loon*''»™- n 
Le degre’ terrestre = — • «r» 

Le degré terrestre = a 5 lieues terrestres = ao lieues marines, 

La lieue de poste = aooo toises , 

Une toise = 1 ”i&i 9 o 365 g etc. = 00194903669 etc., 

Un mètre = oT, 5 t 3 o 74 , un kilomètre = 5i3 T |074. 


Donc, 


!• terr. 1 , inoo i,,om ‘ /// 

Une lieue terr. = ^ de = = 4*"— ,414 ««=• 


1° terr. _ J_j e = 5 » t ^-; _ 5 .w.-., 55 5 ele . 


V* Montre = » lieue .‘- ,e -^=o» ,« 5 . 

40 

U ne lieue marine — 

Un Kilomètre ^ = o» — - 

Une lieue de poste = aoooT = aooo fois o , '' , ' , "",ooi 9 ' l ()o 3659 etc., 

= 3 ,,,0 “. 1898073 18 etc. 

Un kilomètre = 5 1 3,074 fois iT = 5 13,074 fois — =o' 1 f«'",a 56533 . 


4 °. Pour évaluer les degrés en grades , et réciproquement, 
ou observe que le quart de la circonférence se divisant en 90 
degrés anciens, et en 100 grades , il en résulte que 

V ancien degré = j de grade , le grade = ^ de degré ancien 


6 7 


CHAPITRE III. 

Des S “rfaces et des Volumes. 

izzr aü,rm — fo 

«- "«• «*«.* ■ »- 

nOUS renve rrons pour les résultats de cette r 7 h ^7 ‘ 

toWeaux placés à la fin de l’Arithmétique. ‘ ^ ^ 

Des Poids. 

Pour exprimer la livre poids en kilogrammes r, r * • 

“ “^- de ° u 
Donc, 

EBiCumt le, divisions indiqué,,, „„ ’ 

'^"“^^«i.ntc. 
Les relations, itts,6»*« i nM sftni 

f ° nt V ° ,r qUC P° ur conver tir la valeur 2^,0428765 etc’du lï’ 
grain me r ,n onces, gros, «eu 

success. renient par ,6, par 8 et on . “““'P''® 

manière que, i w, »f = 3 2 <»ic«6o fi / , 7 ’ _ uve d e cette 

,6860243 etc. = 261 r~ 488104 etc 

= l882 7 ^"M 49999 etc. 

V>1 I on divise la valeur o u, <*. 48 q 5 o 58 > +. 

quotient o w, ‘ , r 0 3 o 5 q 4 etc exm im ‘ 6 par l6 > ,c 

c ’ ex P rimeri * «ne once - cetto , 

once divisée par 8, donnera o" 11 ^ 003824 etc ' nn Y T ^ 

Z rOS ’> et « Avisant ce dernier nombre ' 

6x 12, le quotient o“'^,oooo 53 ii etc sera 1-, Si’ ° U jF ar 
grain en kilogrammes. ’ Va,eur d un 

Le quintal vaut ioott>, ou 100 fois o»‘°f /!R„K 
4 8 *' c * l 9 5 o 58 etc. , ou 4 ' v '' dfr ‘ lm , 8 9 5 o 58 etc ' 9 ° eta ’ 011 

2iw7Ÿ 8ramme VaUt '° kil °gva>umes, ou ,0 fois. 

I 4 a : e c. , ou 20^,42876 etc., ou o*“"»‘', 2042876 etc! * * 

5 .. 
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Des Monnaies.. 


Pour convenir la livre tournois en francs, et réciproque- 
ment, on observe que la pièce- d’un franc pèse 5 grammes, et 

qu’elle contient en argent fin les ~ de son poids, c’est-à-dire les 


— de 5 grammcs,ou ^ grammes, ou les ^ ( ] e i8s r “ i "' ) 82'ji5, ou 

75; d’unautrecôté , «les expériences très exactes ont 
fait voir que la livre tournois, déduite de l’écu de 6*, contient 
83 ® , “ , ' 1 ' t 6 ’j 5 g 36 d’argent fin. Par conséquent, 

I franc jff 

un grain d’argent fin vaut g^—g ou 

Ces deux fractions étant égales, si on les réduit au même dé- 
nominateur, les nouveaux numérateurs seront égaux ; ce qui 
donnera 

$3^675936 = 84 # , 7221 75 ; d’où 
= 0', 9876509426 etc. 

1 ir== ÜêfSpl =*V^5o34633etc. 

Conversion des mesures anciennes en mesures nouvelles , et 
réciproquement. 


67. Connaissant la valeur de chaque espèce d’unité ancienne, 
en mesures nouvelles , et réciproquement , il est facile d’en dé- 
duire le moyen de convertir les mesures anciennes en nouvelles, 
et réciproquement ; car cela se réduit à multiplier la valeur-de 
l’unité que l’on veut convertir, par le nombre de ces unités. 
i ,r Exemple. Convenir 907 toises en mètres. 

Une toise vaut i m i 949 ° 365 g etc. ; les 907 toises valent donc 
907 fois i m ,g 49 o 365 g etc. , ou etc. 

2' Exemple. Convertir 1 en toises. 

Un mètre valant o t ,5i3o 74, les 1767™, 776 valent 1767,776 
fois o t ,5i3o 74, ou 9o6 T ,999 etc., ou 907 toises environ. 
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3 * Exemple. Convertir 281b 4 ° 2 G en kilogrammes. 

Oo a vu ( page 67) que 

ilb = o* i,l>f ,4895 o 58 etc., i»” 1 ' = o' , " c *,o3o 594 etc. 

it'°‘ = o* li «s | oo3824 etc. 

On en déduira les valeurs des parties aBife , 4 °”'", 2*'°'; et 
en ajoutant ces valeurs, on trouvera que les 281b 4° 2 G valent 
« 3 W '»»,836 etc. 

4 ' Exemple. Convertir i 3 W!o r ,836 en livres poids. 

Un kilogramme vaut 2^,042876519 etc. Multipliant ce der- 
nier nombre par 1 3 , 836 , on trouve que les l 3 w, “^,836 valent 
28tb, 26523 g etc - 

Pour transformer la partie décimale olb,265239elc. en onces, 
on multiplie par 16, et l’on trouve quelle vaut 4°" <: "|2438 etc. 
Multipliant 0,2438 etc. par 8, on trouve que o 0 " <: ' l 2438 etc. 

valent i G ,g 5 o etc. De sorte que les i 3 * w *f ,836 valent 

281b 4 ° i G ,g 5 o etc. , ou à peu près 281 b 4 ° 3 e . 

5 e Exemple. Convertir i 7 q 58 * 12^ en francs . 

On transforme d’abord \2 S en décimales de la livre ; ce qui 

,#• 

donne o*, 60, car i J ' = — =o*,o 5 ct I 2 j, = o # .o 5 x i2 = o*,6o. 

9.0 

La question est ramenée à réduire 17058*, 6 eu francs. 

Or, i*=o f , 987650 etc.; les 17058*, 6 valent donc 17058,6 
fois o f , 9876050 etc., ou 16847', 926 etc., ou i6847 f ,93 à moins 
d’un demi-centime. 

6' Exemple. Cônvertir i6847 f ,93 en livres tournois. 

Si l’on multiplie la valeur I*,oi25o346 etc. de i f , par le 
nombre 16847,93 des francs, on trouvera que les 16847', g 3 
valent 1 7058*, 5874 etc. 

Pour exprimer la partie décimale 0^,5874 etc. en sous, on 
multiplie 0,5874 etc. par 20, et l’on trouve que 0*^874 etc. 
valent 11^,7 etc., ou à moins de o- r , 3 . 

Donc, i68q 7 ( ,93 =-17058* I2 X . 

Remarque. La relation i'= i*,oi 25 o 3 etc. donnant 8o'=8i* 
à moins d’un millième d’unité , on voit que,^>oi/r convertir des 
livres tournois en francs, il suffit de diminuer le nombre des 
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livres de leur 8 i Umr partie , et que , pour convertir des francs 
en livres tournois , il n'y a qu'à augmenter le nombre des 

francs de leur 8 o Umt partie . 

Les divisions par 81 et par 80 sont faciles à effectuer: car, 
d’après la 3 ' remarque (page 21), on obtient la 8i i,w partie d’un 
nombre, en le divisant d’abord par g, et en prenant le g 1 ' 1 "' du 
quotient ; et 1 on trouve la 8 o‘‘ mr partie d’un nombre, en le di- 
visant d abord par 10, et en prenant le 8 Umt du quotient. 

Ainsi, pour convertir 17058*, 6 en francs, on divise 17058,6 
par 9, ce qui donne 1895,4; on prend le g'' 1 "' de 1895,4 , qui est 
2t0,6; les 17058*-, 6 valent i 7 o 58 f , 6 — 2 to', 6 ou 16848 francs; 
ce qui diffère peu de 16847', 9 3 , (5' exemple). 

Pour convertir 1 6847 f « 9 ^ en livres tournois, on prend le dixième 
de 16847193 qui est 1684,793, et le huitième de 1684, 7g3 qui 
est 210,599 e ^ c * > ajoutant 210,599 e * C- ® 1 6847 ,^3 , on trouve 
que les i6847',g3 valent 17058*, 52g etc. 

58 . Pour faciliter les conversions des mesures anciennes en 
nouvelles, on a réuni, dans des tableaux place's à la fin de l’Arith- 
métique, les différens produits des valeurs de chaque espèce 
d unité, par les nombres d’un seul chiffre; alors, pour passer 
d un système a l’autre, il suffit de décomposer le nombre donné 
en ses unités des différens ordres, de chercher ces diverses 
parties dans les tableaux , et d’en faire la somme, 

1" Exemple. Convertir 907 toises en mètres. 

On décompose ce nombre en goo T pins 7 T ; les conversions 
de ces parties en mètres s’effectuent à l’aide du premier tableau 
et du déplacement de la virgule. Voici le calcul : 

9 toises valent t7”’,54t33; lesgooT valent donc tj 54 m |l 33 
les 7 toises valent i 3 ro | 643 v.G 

les 907 toises valent donc .’ . . . 1 767'", 77630. 

2° Exemple. Convertir 281b 4 0 ’“ : " 2* r< ” en kilogrammes . 

On cherche dans le 5 e tableau (relatif aux poids) , les valeurs 

en kilogrammes des parties 2 otb, 81b, 4 °'“ r ", 2 *”*; et en faisant 
la somme, on trouve que les 281 b 4 “* c " 2 * rl ” valent à peu près 
i3* iIof ,836, ou i3836 grammes. 
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PROBLÈMES D’ARITHMÉTIQUE. 


5 g. Nous allons faire voir que les seules combinaisons des 
quatre règles suffisent pour mettre en état de résoudre tous les 
problèmes de V Arithmétique. Nous supposerons, pour plus de 
simplicité , que les fractions qui entrent dans les énoncés des 
problèmes ont été réduites au même dénominateur. 

1 * r Problème. Un mètre de drap a coûté a 5 f , 4 ; prouver le prix 
de 3 ", 7. Il suffit de multiplier le prix a 5 f ,4 du mètre, par le 
nombre 3,7 des mètres; le produit 93 f ,g8 ou g 3 francs 98 cen- 
times , est le prix demandé. 

a* Problème. Calculer le prix du mètre de drap , lorsque 3 m ,7 
valent g3 f ,98. On divise g 3 r ,g 8 par le nombre 3,7 des mètres; 
le quotient a 5 f ,4 est le prix cherché. 

3 ' Problème. Un mètre de drap coûte a 5 f ,4 ; combien aura- 
t-on de mètres de drap pour 93^98 ? 

Le prix a 5',4 d’un mètre, multiplié par le nomhre de mètres 
demandé, devant être g3 f ,98, on obtiendra ce nombre de mètres, 
en divisant 93^98 par 25 r , 4 ; le quotient étant 3,7, on -voit 
qu’on aura 3 m ,7 de drap pour 93^98. 

60. 4 * Problème. Quatre ouvriers ont fait 20 mètres d'ou- 
vrage y combien g ouvriers en feront-ils ? 

■ 


4 ouvriers ont fait 20 mitres, 
un ouvrier ferait donc le quart de ao", ou 

4 

les 9 ouvriers feront donc 9 fois , ou — -, nu 45". 

I ÎW*'tJJT‘ • : •' • t c 

5 * Problème. On a employé 4 journées à faire ao mètre* 
d ouvrage ; combien mettra-t-on de jouméqs pour foire 46 
mètres du meme ouvrage? ito-.-. 
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7» 

Puisque 90 mètres d'ouvrage sont faits en 4 journées , 

• 4 / » 

un mètre sera fait dans le 20 e <le il, ou eu — , 

20 

■ V 4'><i5 

45" seront donc fans en 45 fois — , ou eu -, ou en 9 journées. 

6 ' Problème. Trois ouvriers ayant fait un ouvrage en 1 5 
heures , combien 5 ouvriers mettront-ils d heures à exécuter 
le même ouvrage ? 

3 ouvriers ayafct fait un ouvrage en i5 heures , 

1 ouvrier fera le même ouvrage en 3 fois i5*. ou en i5*x3, 

.5*x3 

5 ouvriers feront donc l’ouvrage en — = — , ou en 9 heures. 

1 , ‘1 j T m 1 if lis 

7 * Problème. Deux ouvriers travaillant 3 heures par jour,, 
ont fait en 5 jours, go mètres d ouvrage ; combien 3 ouvriers 
travaillant 7 heures par jour, feront-ils du même ouvrage eu 
3 jours ? « 

2 ouvriers travaillant 3 heures par jour, font en 5 jours, go mètres, 

1 ouvrier travaillant 3* pai jour fait en 5 jours la moitié de Qo", on , 

3 ouvriers travaillant 3* par jour font en 5 jours, 3 fois sL! , ou , 

3 ouvriers travaillant i* par jour font en 5 jours le tiers de — *— ou 

„ , . qo" x 3 oo" x 3 x 7 

3 ouvriers travaillant r h par jour font en 5 tours, n fois ou - — - , 

3 ouvriers travaillant 7 * par j. font en 1 j. le 5 e de ‘ ou- — 

‘ r ' 2x3 2x3x5 

Donc, 

, . , . 1 , ,, , 9o"x3x 7 go»x3x7X2 

3 ouvriers trav. M pari, font en 2 1 . le double de' — -ton '• • 

‘ 1 ’ 2x3x5 2x3x5 

• L . OU 

Supprimant les facteurs 2, 3 , communs aux deux termes de 
cette dernière fraction, le nombre de mètres cherché se réduit à 


9°X 7 


, ou à 126. 


Cette manière d’opérer s’applique à tous les problèmes que nous 
allons résoudre. Nous effectuerons successivement les multipli- 
cations et les divisons , «nais les élèves devront se borner 
d’abord à indiquer toutes les opérations, afin de profiter ensuite 
des simplifications qui pourront se présenter. 


-ÜC- 
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8' Problème. Deux ouvriers travaillant 3 heures par jour, 
ont fait en 5 jours , go mètres d'outrage j combien faudra-t-il 
de jours à 3 ouvriers qui travaillent 7 heures par jour, pour 
faire 1 26 mètres du même ouvrage ? 

On trouvera, comme dans le problème précédent, que 

3 ouvriers travaillant par jour pendant 5 /, font ou 3 i 5 **« 

Pour èq déduire combien p. 

3 omfrièrs travaillant 7* par jour,’ mettront de jours 5 faire 126 mètres, 

on observe que le nombre des ouvriers et des heures de travail 
étant le même, il suffit de résoudre cette question : 

Des ouvriers ont fait 3i5 mètres en 5 jours ; combien fau- 
dra-t-il de jours à ces ouvriers pour faire 126 mètres? 

Puisque 3 t 5 mètres d’ouvrage sont faits en 5 jours. 


lin mètre sera fait en f-z , 

j(J 


5 i 


IK]>1 


Les 126" seront doDC faits en 126 fois - — - , ou en 2 jonrs. 

•V Les 3 ouvriers travaillant 7* par jour, mettront donc ■xi i faire les 126 njèi. 

. . 9' Probl£me. Combien doit-on prendre de mètres de toile 

5 b 

à g pour servir de doublure à 3o mètres de drap 0 


Si la toile avait 3 île large, il err faudrait 3 o mètres, 

O 

si la toile n’avait que g, il en faudraitG fois plus, c'est-à-dire 180 mètres. 

‘> *.« > “ . \ \V.. . ;W‘u' 

5 

La toile ayant g, il n’en faut que le cinquième de i8o"\ qui est 36 mètres- 

l o* Problème. Trente mètres de drap de i re qualité à - 2 - 
coûlent ' francs ■ trouver le prix de So mètres de drap de 

g 

2' qualité à —y à dimensions égales, le prix d’un mètre de drap 

»5 

de 2' qualité est les -g du prix d un mètre de drap de i r ‘ qualité. 
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3 o» de drap de i« qualité b coûtant jao* 

l m de drap de 1 re qualité' b — , coûte le 3 o« de 7ao f , ou » 4 f 

1“ de drop de tre qualité à —, coûte le 9' dea4 f , ou—, ou... 2— 

12 go 

8 8 f 64f 

1" de drap de f* qualité & —, coûte 8 fois j-, ou - 3 - 

1“ de drap de a* qualité à —, coûte les -4r de , ou aoL 

1 ta iû 3 

g 

Les 50 * de drap de a» qualité 11 —, coûteront donc 5 o fois ao f , ou 1000 fr. 


61. Les tableaux placés à la fin de l’Arithmétique donnent le 
moyen de résoudre les quatre problèmes suivans : 

11 e Problème. Une toise (T ouvrage coûte 12 francs ; trouver 
le prix tf un mètre du meme ouvrage. 

On voit dans le t” tableau qu’un mètre vaut o t ,5i3o 7 ; mul- 
tipliant le prix t2 f d’une toise, par le nombre o,5i3o 7 qui 
exprime combien il faut de toises pour composer un mètre, 
le produit 6 f ,i 5684 est le prix du mètre. 

1 2* Problème. Un mètre d ouvrage coûtant 6‘, 1 5684 , calculer 
le prix d’une toise du meme ouvrage. 

Une toise valant i" , , 949 ° 4 > on obtiendra le prix demande 
en multipliant le prix 6 r , 1 5684 6 ’un mètre , par le nombre 
1,94904 de mètres contenu dans une toise; ce qui donnera 
n',9999 etc. , ou 12 francs, à moins de o f ,oooi. 

1 3 ' Problème. Trois ouvriers ont fait 2 toises 5 pieds d ou- 
vrage j combien 5 ouvriers feront-ils de mètres du même 
ouvrage ? 

Les 2 t 5 ** valant 5 m ,52227 , on dira : 

Puisque 3 ouvriers ont fait 5*"f52227, 

un ouvrier ferà l< tiers de 5 "j 52227, ou 1**84075 etc. 

Les 5 ouvriers feront donc 5 fois i ",84075 etc., on g",ao37 etc. 

i 4 * Problème. Cent piastres d Espagne valent 5^3 francs, 
et 100 ducats de Hollfinde valent 1 193 francs ; combien 35 ^ç) 
piastres valent-elles de ducats ? D’après cet énoncé : 
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_. , 543 f , ioo , 

Une piastre Tant — — , et if vaut - dacats, 

r ioo 1193 

Une piastre vaut donc les de ducats, ou ducats. 
r ioo 119J 1193 

553 

Les 3579 piastres valent donc 3579 f u ' s ducats , on 1G29 ducats. 

Remarque. On calcule île même combien l’unité de monnaie 
de 1* un quelconque des pays désignés, vaut en monnaie des 
autres pays; car, ayant trouvé que 

une piastre = francs = ducats, on en déduit 411e 

un franc = — piastres = ducats , 1 ducat = — - — = — piastres- 

U9J 100 5*|3 * 

i 5 * Problème. Un marchand veut échanger du drap contre 
du basin ; 2 mètres de drap valent 3 mètres de Casimir, et 
5 mètres de Casimir valent 7 mètres de basin. Combien le mar- 
chand recevra-t-il de mètres de basin, pour 60 mètres de drap ? 

3 1 " 

1 “ de drap vaut - de Casimir, et 1™ de Casimir vaut ~ de basin ; 

1" de drap vaut donc les - de | de basin, ou — de basin. 

1 6 ! : , , fc 

Les Go” de drap valent donc 60 fois — de basin , ou laG" de basin. 

10 

62. 16 e Problème. Les mises des trois associés sont, 

345 ', 67, 468*,84 et 4527', 9 5 . 

Le gain total est 427^3968. Trouver le gain de chaque associé. 
La somme de. ces trois mises étant 5342 e , 46, on dira : 
Puisque 5342 e , 46 rapportent 427 e , 3 g 68 , 

, 4 2 /i 3 968 . q 

1 rapportera • ou o e ,o8. 

Multipliant le gain o f ,o 8 relatif à la mise i f , par les nombres 
345,67, 468,84, 4527,95, qui marquent de combien de franc» 
les mises se composent, les produits 

27 e , 6536 , 37 e , 6072, 362', 2360, 

seront les gains correspoudans à ces mises. 
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1 7 ° Problème. Les mises de trois associés sont ioo f , a 5 o ( ei 
5o f ; la première mise est restée 3 mois dans la société , la se- 
conde 2 mois , et la troisième i 4 mois j le gain total est 45oo ( . 
Quel est le gain relatif à chaque mise? 

Le gain de chaque associé dépend de sa mise et du temps 
quelle est restée dans la spçiétc. Si toutes les mises étaient 
restées le même temps , les gains seraient faciles à déterminer. 
Nous allons donc chercher quelles seraient les mises qui , restant 
un même temps dans la société, procureraient Les mêmes gains 
que les mises proposées. 

Or , ioo f placés pendant 3 mois, rapportent autant que 3 fois 
ioo f ou 3oo f en un mois; 25o f placés pendant 2 mois, et 5o ( 
placés pendant i 4 mois, rapportent autant que 2 fois 25o f ou 
5oo f , et 14 fois 5o f ou 7 oo f , pendant un mois. 

Les gains sont donc les mêmes que s’il s’agissait de résoudre 
cette autre question : 

Les mises des trois associés sont 3oo f , 5oo f et 7 oo f ; le gain 
total est 45oo f . Trouver le gain de chaque associé. 

En opérant comme dans le i 6 = problème, on trouvera que 
les gains cherchés sont 900 e , r5oo f et 2 ioo f . 

Questions relatives ausc intérêts simples et composés. 

63. On distingue deux sortes A’ intérêt, le simple et le composé. 

L'intérêt simple d’un capital pendant plusieurs années s’ob- 
tient en multipliant l’intérêt de ce capital pendant un an, par 
le nombre des années. L 'intérêt est composé, lorsqu’il se joint 
au capital , pour porter ensuite intérêt ; on dit alors qu’on 
prend les intérêts des intérêts. 

Nous supposerons, dans tous les problèmes sur les intérêts, 
que le taux de l’argent est à 5 pour ceni par an ; c’est-à-dire 
que 100 francs rapportent 5 francs d’intérêt par an. Or, 5, est 
le vingtième de 100 ; l'intérêt simple d'un capital, pendant 
un an, s'obtiendra donc en prenant le vingtième du capital ; 
ce qui se réduit à prendre la moitié du capital , et à diviser 
le quotient par 10 (3 e remarque , page 21 ). 
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Questions sur les intérêts simples. 

« 

18 e Problème. Combien 480000 francs vaudront-ils dans 
trois ans ? L’intérêt de 480000' en un an étant le 20 e de 
48 oooo f , ou 24000', les 48 oooo f rapportent en 3 ans, le triple 
de 24ooo f ou 72000'. 

Ainsi, les 480000' vaudront dans 3 ans, 48 oooo'+^ 20 oo f , 
ou 55 aooo francs. 

19' Problème. Combien 480000 francs vaudront-ils dans 
3 ans 4 mois, ou dans 40 mois? Les 480000 francs rapportent, 

En ta mois, le 30e de 4&oooofj on 34000^, 

En un mois, le i3« de 34000^, ou 3000? , 

En 4° mois , 4° f°‘ s 3ooof f ou 8oooof. 

Par conséquent, les 480000 francs vaudront dans 4 ° mois, 
480000'+ 80000', ou 56 oooo francs. 

Questions sur les intérêts composés. , 

20 e Problème. Combien 480000' vaudront-ils dans 3 ans? 

i re Solution. L’intérêt des 480000' pendant la 1" année est 
le 20' de 480000', ou 24000' ; les 480000' vaudront donc à la 
lin delà i" année, 480000'+ 24000', ou 5 o 4 ooo'. Ces 5 o 4 ooo', 
placés au commencement de la 2 e année, vaudront à la lia de 
cette année, 5 o 4 ooo' plus leur intérêt 26200', ou 629200'. Cette 
dernière somme, placée au commencement de la 3 e année, 
vaudra à la lin de la 3 e année, 629200' plus son intérêt 26460', 
ou 55566 o francs. 

Les 480000 francs vaud ront donc 55566 o francs dans trois ans. 

2 e Solution. L’intérêt annuel étant le vingtième du capital, 
on obtient ce qu’une somme, placée au commencement d’une 
année, vaut à la fin de l’année, en augmentant cette somme de 

sa vingtième partie ; ce qui revient à en prendre les — . 
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Par conséquent : 

Les 480000* placés au commencement de la i r * année, valent 

2 1 

à la Cn de cette année, 480000* X — . 

20 

Cette dernière somme placée au commencement de la 2' an- 

21 21 

née, vaut à la fin de la 2* année, 48oooo*X — X — . 

20 20 

Enfin, cette dernière somme placée au commencement de la 
3* année , vaut à la fin de la 3 e année, 


480000* X — - X X -- ou 55566o francs. 

20 20 20 


21* Problème . Combien 480000 francs vaudront-ils dans 
3 ans 4 mois, en ayant égard aux intérêts composés d’année 
en année , pendant 3 ans ; et en prenant ensuite f intérêt simple, 
pendant les 4 mois <Jui suivent les trois années? 

i rc Solution. On trouvera d’abord, comme dans la question 
précédente, que les 480000 francs valent 55566o francs à la fin 
de la troisième année. Il suffit donc d’augmenter cette dernière 
somme de son intérêt simple pendant 4 mois. 

L’intérêt de 55566o*en 12 mois étant le vingtième de 55566o*, 
ou 27783*, l’intérêt de 55566o* en 4 mois est le tiers de 27783*, 
ou 9261*. Ajoutant cet intérêt à 55566o*, on trouve que les 
480000 francs vaudront 564921 francs dans 3 ans 4 mois. 


Solution L’intérét de i f en 13 mois étant 


l'intérêt de i* en 4 m °i s est le tiers de —, 00 — . 

1 30 bo 


Par conséquent , lorsqu’on n’a égard qu’aux intérêts simples, 
on obtient ce qu’ufie somme payable à une époque, vaut 4 mois 
plus tard, en ajoutant à cette somme sa 6o ,4, “ c partie; ce qui 

revient à en prendre les g-. 

21 21 21 020 1 

Le capital i f , qui valait i f X — X — X -ou ~ — francs , 

20 20 20 0000 7 
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dans 3 ans {page 78), vaudra donc dans 3 ans 4 mois les 

61 . 026» 564 qai . 

de a francs, ou -, 0 — francs. 

Oo 0000 4® 0000 

Les 480000 francs comptant vaudront doncdans 3 ans 4 mois, 


56492> f 


X 480000, ou 564921 francs. 


480000 

22' Problème. On demande combien une somme payable 
apres un temps donné, vaut en argent comptant. 

Une somme payable après un certain temps, étant le produit 
de la valeur de i f après ce temps, par le nombre des francs du 
capital , si l’on divise une somme payable an bout d’un certain 
temps , par la valeur de i f après ce temps , le quotient sera le 
nombre des francs du capital primitif. 

Exemple. Combien 564g2i francs payables dans 3 ans 4 mois 
valent-ils comptant ? On a eu égard aux intérêts composés 
d'année en année , pendant 3 ans, et l’on a pris ensuite les 
intérêts simples pendant 4 mois. 

11. < 564q2i* 

Dans ces hypothèses, 1 comptant vaut apres 3 ans 

4 mois {11° problème). Divisant donc 564g2i f par cette frac- 
tion , le quotient 480000 sera le nombre des francs du capital 
cherché. » 


Règle (T Escompte. 

64. Uescompte est la retenue qui doit êtve faite sur la va- 
leur d’un billet payable après un certain temps, lorsqu’on veut 
toucher ce billet avant son échéance. 

On distingue deux sortes d’escompte, savoir : 

i°. Uescompte en dedans, qui est égal à la différence entre la 
somme énoncée dans le billet , et la valeur que prend cette 
somme quand on l’évalue eu argent comptant, en ne prenant 
que les intérêts simples • de sorte que cet escompte est la même 
chose que l’intérêt simple du capital, ou de la valeur actuelle 
du billet. 

2 0 . Uescompte en dehors , qui diffère de l’intérêt ordinaire, 
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en ce qu’il se paie à tant pour cent sur la somme énoncée dans 
le billet, c’est-à-dire sur le capital augmenté de ses intérêts. 
De sorte que la retenue ou l’escompte se compose de l’intérêt du 
capital primitif, plus de V intérêt de r intérêt de ce capital. 

Par exemple, lorsque l’argent est à 5 pour 100 par an, ioo ( 
comptant valent io 5 ‘ dans un an. Un billet de. io 5 f payable 
dans un an, ne vaut donc que ioo r comptant; il doit donc 
éprouver une retenue de io 5 f — ,i.Qo f , ou de 5 f , quand on veut 
le toucher à l’instant. L 'escompte en dedans de io 5 f est donc 
de i o 5 f — 1 oo f , ou de 5 francs. , . 

Pour prendre Yescomple en dehors de to 5 francs, à 5 pour 
ioo, on dira : 

L’escompte de loot étant 5 f , 

,, j f 5f > f 

L escompte de l 1 est ou — : 

ioo ao 

L'escompte de <io5 f est donc , on , ott,5[|i5. 

Un billet de io 5 ( payable dans un an, qui représente un 
capital de ioo f , éprouvera donc une retenue ou escqmpte de 
5 r ,25 lorsqu’on voudra le toucher sur-le-champ; on ne recevra 
donc en argent comptant que io 5 f — 5 f ,25 ou 99^75. 

On voit que V escompte en dehors 5 f ,25 se compose de l’intérêt 
5 f du capital ioo f , plus de l’intérét o f ,25 de 5 francs. 

23 e Problème. Combien doit-onpayer descompte en dehors, 
à raison de 6 pour 100 par an, pour toucher sur-le-champ un 
billet de 285o f ,45 payable dans 3 ans 4 mois, ou dans 40 mois? 

L’escompte de ioo* en un an étant 6f, 

gf 

L’escompte de i f en un an sera , 

r 100 

L'escompte des a85o^i{5 en un an sera - — xa85of^5, 

L’escompte de a85of|45 en oh mois sera -- * 

1 iooxiî 9 

L’escompte des )85o^5 en moi» sêra — — mj 5^ 0 ^og. 

Par conséquent, on touchera en argent comptant 
285o f ,45 — 5 -] o ' t oQ,,oa 2280^36. 


Digitized by Google 


_ a 


CHAPITRE IV. 


8t 

65. a4* Phobique. Un mélange est composé de 4 litres de vin 
à 14 s le litre, et de 6 litres à ihf . Trouver à combien revient 
le litre de ce mélange. 

Le» 4 litre* à if-T le litre valent \ fois t4 J ", ou 5G-f. 

Les 6 litres h ij-F le litre vtflcnt 6 fois on >44 J '- 

Les to litres de ce mélangé valent donc 56J" ■+• i44 J '» ou aoo-r. 

Un litre de ce mélange vaut donc le dixième de noo-T, ou 30*r. 

q5' Problème. On propose de mêler des vins à et à ll^ s 
le litre, de manière que le mélange revienne à 10 S le litre. 

On prend un nombre arbitraire de litres, tel que io litres 
par exemple, et l’on dit: les io litres de mélange à ao / le litre 
valent 2 oo J "; or io litres à il\ s coûteraient 7./p> s \ il faut donc 
diminuer ce dernier prix de l\o s , sans changer le nombre des 
litres. Mais , pour chaque litre de vin à remplacé par un 
litre à tl\ s , le prix 24 o J des io litres diminue de io- r ; il dimi- 
nuera doue de 4 °^> °u de 4 lois to s , en remplaçant 4 litres 
à 24^ P ar 4 litres à 1 4*** ; les 10 litres de mélange doivent donc 
être composés de 4 litres à \\ s et de 6 litres à Or, 4 est 

2 2 
les ^ de 6 ; la quantité de vin à doit donc être les - de 1* 

quantité de vin à 24 J> . 

Ainsi, pour former le mélange demandé, on prendra un 
nombre quelconque de litres de vin à 24 ^ I e litre, par exemple 

2 

i5 litres, et l’on ajoutera les - de i5 litres du 10 litres de vin 
à 1 4 " f le litre. 

Les 25 litres de ce mélange vaudront X i5-+-i4 -f X 10 
ou 5oo x ; et le litre du mélange vaudra le 25* de 5oo- f ou 20 J ". 

Remarque. Quand le nombre total des litres du mélange 
est donné, on peut facilement trouver combien il doit contenir 
de litres de vin de chaque espèce; car, 

10 litres du mélange contenant 4'' , • 4 14^ et 6 ‘“' & 


4 //». 


an litre de melunee contient — 
10 


(Jii ■ 

k 14 J et — U *4 S. 
10 


Par conséquent, le nombre de litres de vin à 14^ est les — 

io 
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du nombre total des litres -du mélange , et le nombre de litres 
de vin à 7lf est les — du nombre des litres du mélange. 

La méthode employée pour résoudre ce problème a reçu le 

nom de règle d’une fausse position, parce qu’elle conduit au 
résultat à l’aide d’une fausse supposition. 

66. 26 e Problème. Un joueur, interrogé sur ce qu’il a dans 
sa bourse , répond que l'excès du quintuple du membre de ses 
louis sur 3o , est égal à l’excès du double du nombre de ces 
mêmes louis sur 6. Combien le joueur a-t-il de louis 

Pour résoudre ce problème, on prend un nombre arbitraire 
•de louis; si ce nombre ne jouit pas des propriétés énoncées, 
il produira une certaine erreur que l’on détruira ensuite à 
l’aide d’une seconde hypothèse. Voici le calcul / * 


hypothèse 19 louis. 

l’excès de 5 fois 19 sur 3o est. .. . 65, 
l'excès de 7 fois 19 sur G « 1 . . . . 3a, 
V erreur correspondante est donc 33. 


ire hypothèse lu lonis. 

l’excès de 5 fois ao sur 3o est .. * 70 , 
l’excès de 7 fois ao sur 6 est. . . t 34, 

•j ’ erreur correspondante est donc 36, 

Cela posé , puisque 

pour diminuer l’erreur 36 de 3, il faut diminuer de t fe nombre 20 des touis , 
pour diminuer l'erreur 36 de 36, il faut diminuer de ta le nombre ao des louis . 

Le joueur avait donc 8 louis. Et en effet , l’excès du quin- 
tuple de 8 sur 3o est 10 , et l’excès dit double de 8 sur 6 est 
également 10 , comme l’exige l’énoncé. 

Remarque. La méthode précédente se nomme règle de double 
fausse position , parce qu’elle conduit au résultat à l’aide de 
deux Jausses suppositions . 

*6t. Problème. TJn bassin est alimenté par deux fon- 

' 3 3 ' 

faines ; la l™ le remplirait en - heures, et la a' en - d’heure ; 

la totalité de Veau qu’il peut contenir sortirait en 3 heures par 
une ouverture pratiquée à ce bassin ; en combien de temps le 
bassin, supposé” vide,, sera- l-il rempli, lorsque l'eau coulera 
par les trois ouvertures à la fois ? 

La première fontaine coulant seule remplit'^ 
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* 3 

• 1 ■ En - heure», une foi» le bassin , 

9 •' , . 

En 3 heure», a foi» le bassin , 

En une henre, le» - du bassin. 

Ou verrait de même qu’en une heure, la 2* fontaine remplit 
les | du bassin, et que la 3 ' ouverture vide ^ du bassin. 

Ainsi-, quand l’eau coüle par ces trois ouvertures, la partie dit 
bassin qui se remplit en une heure est|-f-| — ou jj. 

>5 . \ 

Pnisque le» r (lu bassin seraient remplis en une heure, 

». ...l-, t \. . H'm» , ^ -• 

” dübassin'seraît rempli en î d'heure. ; 

j 5 

■’ " v ' _ ■* $ 

Le bassin sera donc rempli en - d’heure- 
5 

* 

28* Problème. Deux ■courriers vont dans le même sens ; 
le. i" a une avance de i 38 lieues, fait 3 lieups en 4 heures , 
et part 4 o heures avant le a' qui parcourt 6 lieues çn n. heures. 
Il faut trouver dans, combien de temps les courriers se join» 
dront, et quelles seront les distances ides points de départ au 
point de rencontre. . , 

On déduit de cet énoncé que, pendant une heure, le 1" cour- 

3 A 

rier fait 7 de lieue, tandis que le 2' fait - de lieue. Le l" cour- 

4 7 

rier., qui part 4° heures avant le a*, parcourt donc pendant ce 

J , J 

temps, 4 ° fois 7 de lieue, ou 3 o lieues. 

• ’V'V.a'.V» 7*.*.. t‘TT • \ ■' %\ . i \\i • “ ' 

AÎPfi . lorsque Je a' counrier « met en r#ute , Je 1” a une 
avance dç 1.68 Jteofis. Le a* courrier n’atteindra donc le i* r que 
lorsqu’ij &’eo jspwrapprocbé de*i68 lieues. 

Or , les courriers se rapprochent : 

•de 2 ^ ou -i lieue en tinc henre, de -i- lieue en é d'hèure, 

7 4 38 3 

d’une lieue en 38,foi»5 d'heure, on en ^ d’heure , 

i i ’ . ‘ 

38 

et enfin de 168 lient», en 168 fois -y d 'heure, <m en t568 heures. 

6 .. 
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Le 2* courrier rencontrera donc le i" courrier nprè* i 568 
heures de marche; pendant ce temps, le 2* courrier aura par- 
6 ■ 

couru i568 fois - de lieue, ou >344 lieues ; le I er courrier, qui 
7 

part 4o heures avaut le 2*, aura marché pendant 1608 heures 

3 

et aura parcouru 1608 fois de lieue, on 1206 lieues. La 

différence, i 38 lieues , entre ces deux espaces, est effectivement 
égale à la distance des points de départ des courriers. 

29* Problème. Trois joueurs conviennent que le perdant 
doublera l'argent des deux autres. Chaque joueur ayant perdu 
une partie, dans l'ordre indiqué par le rang des joueurs, il 
reste i[f au 1" joueur, 28* qu. 2% et i 4 * au 3 e joueur. Combien 
chaque joueur avait-il d argent en se mettant au jeu ? 

D’après cet énoncé : 

i la fin de la 3* partie, le i*' joueur a a4 f , /« a* a a 8 *, et le 3* a iffi. 

Le 3 * joueur ayant perdu la 3 * partie, a doublé l’argent des 
deux autres; ceux-ci n’avaient donc à la fin de la 2* partie que 
la moitié de ce qu’ils Ont à la fin de la 3 *, c’est-à-dire la* et 14*; 
le 3 * joueur avait les 26* qu’il a perdus avec les deux autres, 
plus les 1 4 f qui lui restent , c’est-à-dire 4 o francs. Ainsi, 

a la fin de la 3 e partie, le i« r joueur a uf, le a* a lÇ, et le 3* a 40 b 

Des raisonnemens analogues conduisent aux résultats suivans: 

. à lu fin de la i re partie, le 1 " joueur a 6f, le a* a 4of, et le i* a aot; 
en se mettant au jeu, le 1 " joueur a 3G*, le a* a ao* , et le 3* a 10 b 

; • ' w 

3 o e Problème. Un professeur voulant distribuer des oranges 
à ses élèves, leur dit : sij’eti donne 6 à chacun de vous, il m’en 
resterd 7; et si je n’en donne que 4 à chacun, il m’en restera 1 7. 
Jl s’agit de trouver le nombre des élèves et celui des oranges. 

Quand le nombre des oranges distribuées à chaque élève 
diminue de 6 — 4 ou de 2, le nombre des oranges qui restent 
augmente de 17 — 7 ou de 10; et d’ailleurs ce dernier nombre 
doit être égal à 2 répété autant de fois qu’il y a d’élèves, puis- 
que chaque élève reçoit a oranges de moins. On obtiendra 
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donc le nombre des élèves en divisant 10 par 2 ; ce qui donne 
5. Si le professeur donne 6 oranges à chacun des 5 élèves, il en 
distribuera 5 fois 6 ou 3o ; et comme il restera 7 oranges, le 
nombre total des oranges est 3o-f-7 ou 37 . Et en effet', si le 
professeur ne donne que 4 oranges à chaque élève, c’est-à-dire 
5 fois 4 ou 20 oranges, il lui restera 37 — 20 ou 17 oranges. - 
3l* Pbobllme. On propose de partager un centime entre 
quatre pauvres, en échangeant des pièces de monnaie, de ma- 
nière que chaque pauvre reçoive le quart d'un centime. 

La différence qui existe entre les valeurs des pièces d’un liard 
et d’un centime , fournit le moyen de résoudre la question pro- 
posée, en échangeant des centimes contre des liards. F.n effet : 
un sou vaut 4 liards, et 5 centimes forment un sou. Par con- 
séquent, si l’on donne un liard à chaque pauvre, et si chaque 
pauvre rend un centime, on aura donné 4 liards ou un sou, 
on aura reçu 4 centimes ou un sou moins un centime ; on aura 
donc fait l’auméne d’un centime, et chaque pauvre en aura le 
quart. 

32' Pbobi.èmb. Les neuf Muses, portant chacune le meme 
nombre de couronnes de fleurs, rencontrent les trois Grâces cl 
leur offrent des couronnes ; la distribution faite, les Grâces 
et les Muses ont chacune le même nombre de couronnes. On 
demande combien les Muses portaient de couronnes, et com- 
bien elles en donnèrent aux Grâces ? ’ 

Le nombre des Muses étant triple de celui des Grâces, la 
totalité des couronnes qui restent aux Mutes après la distribu- 
tion est le triple de ce qu’elles ont donné aux Grâces; les Muses 
portaient donc le quadruple de ee qu’elles ont donné aux 
Grâces. Par conséquent, le nombre total des couronnes est divi- 
sible par 4, et les Muses ont donné le quart de ce qu’elles por- 
taient. Or, chacune des neuf Mutes avait d’abord un même 
nombre de couronnes ;■ le nombre total des couronnes est donc 
divisible par 9 ; nous avons prouvé qu’il est aussi divisible par 4 ; 
il doit donc être divisible par 4 fois 9 , ou par 36; et en effet, 
tous les multiples de 36 satisfont à la question. 

Par exemple, si les neuf Muses portant 72 couronnes, en 
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donnent le qqart aux trois Grâces, il restera 54 couronnes aux 
neuf Muses, et les trois Grâces en auront 18; chaque Muse et 
chaque Grâce portera donc 6 couronnes après la distribution. 

* 33 e PboblLmb. On pose trois bijoux sur une table ; chacun 
de ces trois bijoux est pris par une personne j il faut deviner 
quel est l'objet choisi par chaque, personne. 

Si les trois bijoux sont un étui, un anneau , et une montre , 
on les désignera par les lettres initiales, e , a, m; on prendra 
jetons, on en donnera un à la i ,c personne, a à la a* et 3 
à la 3* ; on posera sur la table les 18 jetons qui resteront. 

Pour deviner l’objet pris par chaque personne , vous direz : 
que la personne qui a l’étui prenne sur la table (à votre insu) 
autant de jetons qu’elle en a dans la main, que celle qui a 
l’anneau prenne le double dès jetons qu’elle a dans la main-, et 
enfin que la personne qui a la montre prenne le quadruple des 
jetons quelle a dans la main ; demandez alors combien il reste 
de jetons sur la table ; ce reste sera un des nombres 

e ) 3 5 6 7 

fow rapporterez ce» nombres aux mois’ 

Mox aeriennes émues amoncelées mi nagez it/arseille. 

La première lettre du mot -correspondant* Au- nombre des 
jetons qui restent lur la table est la lettre initiale de l’objet pris 
par la première personue , et la deuxième lettre du même mot 
est la lettre initiale de Pobjet pris par la a* personne. 

Par exemple, lorsqu'il ifeste 6 jetons, lè mot ntdnage* , placé 
sous le reste 6, exprime que la première personne è la montre 
et que la mconde a l’dtui. 

Remarque. If exactitude de cette règle eit facile 11 vérifier; 
car trois objets ne peuvent se combiner que de six manières 
différentes-, et en appliquant^ règle , on trouve que les six restes 
correspondes sont , i , a, 3 , 5 , 6,' 7. 
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5 VI e . Comparaison de quelques mesures étrangères, avec 
tes nouvelles mesures françaises. 


MESURl S LINEAIRES- 

Miltim. 

Ancien pie<l français 324,7 

Pied anglais 3o4»7 

Vare de Castille . . 836,6 

Pied <hi Rhin....» 3 i3,9 

De Vienne. 3i6,o 

D’Amsterdam 283, o 

De Suide : 297,1 

De Russie 354.1 

De la Chine 3ao,o 

TABLEAU de comparaison 


FOI DS. 

Gram. 

Liv. poids de marc 4&)>? 

( livré troy 3^2,6 

* 1 avoir do poifle... 4^3,» 

Castille 4^J?4 

Cologne 4^*7 A 

Vienne 538,6 

Amsterdam 40 f »4 

.Suède «... 4^4/. 

Russie 4°9* r * 


des monnaies étrangères avec 
les- monnaies françaises , toutes supposées droites (exactes) 
de poids et de tare, Auprès les lois de fabrication. (Tiré 
de Y Annuaire de i8ai.) 


a 

V 

< 

Dénomination des pièces. 

Poids 

légal. 

Tit. 

légal. 

Valeurs. 

Or. 

ANGLETERRE. 


9'7 

9'7 

9'7 

9’7 

9>7 

935 

935 

935 

935 

«Nr 

10 20,00 

6 01,76 
8 82,33 


4> , 9° I 

a> °95 

7,9808 

30,074 

6 ,oi 5 

28,2614 

5,65oa 





A, s . 

Souverain depuis 1818, de ao schcllings 

Crown , ou couronne de 5 sclicll. anciens. .... 

*5 20,80 
6 18 
r 23,6o 





1 16.14 



Or. 



986 

99 ° 

9'7 

U 

833 

583 



.<Iï; 

1 1 90 

»7 58 

»»- 
5 19,00 
2 50,75 
0 86,5'» 
0 43,25 



Ifks 



An;. 

Kcu, ou risdalc de convention, depuis 1753. .. 
Dcmi'risdale, ou florin ’. 

as,. «4 
i i,o3a 
6,683 
3,898 

3,5i3 

0,988 

IO,609 

6,8395 




Or. 

HOLLANDE. 

986 

920 


3 i 65 



43 ,4 






9 °° 

5&4 

30 77 

3 *5,94 
a 64 
6 85 

Arç. 








Or. 

Ducat oii'risclale 

DANEMARCR ET HOLSTÊIN. 

28,23#» • 
3,1.43 

875 

979 

g °3 

875 

5 48 

Ducat spécies , 1701 h 1802 


11 y> 



6*735 

30-95 
5 66 

Arg. 

Risdalc d’espèce, ou double ceo de 96 schel- 



Risdule courante, ou pièce de 6m. Dan. de 1760 

26,800 

843 

688 

4 9« 


Mark do Lubeck de 16 schcllings , de 1 740. . • . 

9 . >64 

75 o 

ri 
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Or. 


r/rg. 


Or. 


Sfrg. 


Or. 

Arg 

Or. 


Arg. 


Or. 


Dénomination des pièces. 

r»- . E T AT «CCI. ÉSIASTtQOE. 

Pisiolesde Pie VIct Pie VII 

Demi. 


Valeurs. 


Sequin, 176g, Clément XI Vet scs successeurs 
Demi 


Ecu de 10 pauls. ou 100 bayoques. . . , . . . 

1 rois dixièmes d’ecu, ou teston de 3 obâyoqo 
IJn cinquième d'écu, on papeto de 30 bavoq. 
Un dixième d ecu , ou paul de 10 bayoques. 7 . 


E s p A o » E. 

Pistoie ou doublon lie 8 ecus , 177a à i**8b 

do 4 ccus # . \\ 

— <lc 1 ecu* 

Demi-pistolc , ou ecu. 

Pistoie ou doublon de 8 éens ’ depuis V-ÿj* 

de 4 ecu* 

de 1 ecu» 

Demi-pis tôle ou ecu 
Piastre, depuis 177a 

D .L. I ,1 . _ 4 • . /y 


l’effigie . 




Réal de 3, ou piécette, ou cinquième dé piésVré.' 
Kca de i, on demi-piécette, ou to« de piastre., 
fteallillo, ou real de veillon, ou ao« de piastre. 

IVota. Ces üois dernières pièces sont des 
nommées monnaie provinciale ; elles «ont 
fabriquée» en Espagne et n’ont cour* que dans 
la péninsule. * 

HAMROURG. 

Ducat ad. logent imparti . ..... 

Ducat nouveau delà ville 

Marc banco (monnaie imaginaire). . 
y. arc ° u ib*chcll.,d’apr< Ha convent.de Lubeck*, 
nisualc de constitution, ou ecu de bauque 
toscane. 

mispone, ou 3*cquins aux lys 

Un tiers mspone, ou sequin aux ly» 

Demi-sequin J 

Sequin à l’ef 
Rosino 

Demi. 

t ranccscone de 10 paoli , livouttoinc , piastre à 
la rose , lalaro. lèopoldine et ècn de 10 paoli. 

riccc de 5 paoli 

de a paoli 

de 1 paoli 

s ü 1 s s E. 

Pièce de 3a franken de Suisse 

é de 16. 

Ducat de Zurich 

"7 — : de Berne 

Pistoie de Berne ] 

Ecu île BAle de 3o bat/., ou a ilotins. ...... 

Demi -eu u , 011 florin de i5 batz 

Franc de Berne , depots 1 8o3 ] ' * 

Ecu de Zurick, de 1781 . 

Demi , ou Morin , depuis 1781 

Eeu de iobatxde BiUect Soleure , depuis' ,”n8 

Pièce de 4 franken de Berne, de 1799 . 

de 4 franken de Suisse, en t&éî. ...” 

de 3 franken de Suisse, en r8oî. ... 

d un frankep de Suisse, en i8o3 



a^,o45 


5335 
6,7613 
3,38o6 
37,045 
>3,5335 
6,7613 07a 
, 3, 38o6 8;5 

BS H 



ï:® 

7,648 

33,386 

1,693 

7,5)3 

5,057 

13,5385 

39,480 

39,37° 
do, 040 
5,o?45 
7,5i*3 
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2 

1 

Dénomination des pièces. 

Poids 

legal. 

Th. 

legal. 

Valeur» 

Or. 

NAPLES. 

Le titre dos dacatsest trop variable ponr pou voii 
en donner l'évaluai, en monnaies françaises. 
Once nouveau de 3 ducats, depuis 1818 

» » 

3*786 

i 8 ,o 33 

3-865 

9!)6 

99 « 

» » 

i 3 f qo* 

6495 

! 3 t)go 



Arg. 


37,533 

33,810 

4,589 

3,3945 

33,943 

3,468 

833 i 

Ducats de 10 carlins de 100 grains, 1784 

Sis; 

8334 

4 35 

0 85 
0 43,5 





833 j 

Or. 

PARME. 

11 g 5 
33 01 
31 91,50 

4o u 


801 

891 






! 2 ,(|o 3 a 

6,45i6 



9 °° 

006 

833 

Arg. 


5 18 

0 68 

034 


y 

éslo 

a 5 ,ooo 
» » 

3,487 



833 



Or. 

1 lire, 1 lira , J et j de lira, à proportion 

c à N E s. 

» 

W » 

Or. 

PORTUGAL. 

9'7 

9*7 

9*7 

9*7 

33 cfi 


Meta moeda, derai-lisbonninc a 4 °° rc * s 

Quartinho, quart de lisbonuine, de 1200 ïcis.. 
Meia dobra , portugaise de 6400 rcis 

14,334 

& 

3,538 

1608 

45 37 
33 63 , 5 o 
1 1 3 1 ,75 
803 

5 66 
3 3 o 

6 12 , 5 o 


Demi-portugaise de 3 aoo reis 






9*7 

9'7 





l’c $5 

Arg. 

Cruzade neuve de 480 reis . 

1000 reis 


90? 

Or. 

PRUSSE. 





6 , Mit) 

g.,3 

«)o 3 

75° 

750 

A y 
20 80 

10 âo 
3 7 i ,63 
1 é 5 , 8 1 
0 l 5 , 4 # 



3,3445 

22,298 

Arg. 

R isdale, écu t haler de 24 bons gros, de 1 767 à 1 807 




Or. 

Arg. 

Néant. » * 0 D » E. 

l’alaro, dit ragusine 

39,400 



Demi ,T 7 . 

600 




iS'èw 

4,140 

3 - 


12 grossrt tes 


1 

0 41 
0 20, 5 o 


gi ossettes 

45 o 

Or. 

RUSSIE. 

Ducat de 17.55 h 1763 




3’ 1^3 

jji 

9«9 

9*7 

9*7 

9*7 

9*7 

803 

75 n 



mperi.de de 10 roubles, île ie 55 îi 1763.'. '. 
)emie île 5 roubles , de 1755 a 1 -63 

6,’ 385 

8,3935 

3,073 

6,5365 

5,870 

4,011 

5 s 3 § 



4 * a 9 

30 64 , 5 o 

r. 


)emie de 5 ronbles, depuis 1763 

Arg. 

double de 100 copccks, de 1750 à 1762 

Hepnis 1763 h 180- 
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9° 

"T 

R, 

*» 

Or. 

Arg. 

Or. 

Arg. 

Or. 

Arg. 


Or. 

Arg. 

Or. 


Arg. 


Or. 


Arg. 


Or. 


Arg 


Dénomination des pièces. 
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DEUXIÈME SECTION. 


ALGÈBRE. 


CHAPITRE PREMIER. 

Préliminaires. Addition, Soustraction , Multiplica- 
tion, Division, Fractions. ’ • 

§ l ,r . Préliminaires. 

4 

68. Dans les questions que nous avons résolues en Arithmé- 
tique, les relations indiquées par l'énoncé du problème , entre 
les quantités connues et inconnues , étaient assez simples pour 
qu’on pût en déduire les Valeurs dès inconnues à l’aide de 
quelques raisonnemens et de quelques opérations sur des nom- 
bres connus. Mais, quand ces relations sont plus compliquées, 
les raisonnemens à foire, pour parvenir aux valeurs des incon- 
nues , deviennent souvent si difficiles, que les procédés arith- 
métiques ne sont plus suffisses; on a recours alors à une mé- 
thode nouvelle qui a donné naissance à l’ Algèbre. 

On représente les quantités inconnues par des caractères 
particuliers, q,ui sont ordinairement les dernières lettres de 
l’alphabet, et Pon indique les opérations à l’aide de certains 
signes ; cela fournit le moyen d’écrire, d’une manière abrégée, 
les relations primitives établies par l’énoncé de la question entre 
les quantités connues que l’on nomme les données, et les quan- 
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1)8 ALGÈBRE. 

lités inconnues. On en déduit ensuite les valeurs des inconnues, 
à l’aide d’un petit nombre de règles fixes. 

69. Nous allons traiter une question très simple qui jettera 
du jour sur ces considérations générales, et nous ferons usage 

des signes -f-, — , X, =, 

déjà employés en Arithmétique", qui signifient respectivement 

plus, moins, multiplié par , égale. 

Pboblème. La somme de deux nombres est 18, leur diffêbence 
est 4. Trouver ces deux nombres. 

Soit désigné par x le plus petit des deux nombres inconnus; 
le plus grand , qui doit être égal au plus petit augmenté de la 
différence 4> sera représenté par x-j-4, et comme la somme 
de ces deux nombres , indiquée par x -\-{x-\-^) , doit être 18, 
toutes les relations qui existent entre les .nombres connus et 
inconnus sont exprimées d’une manière abrégée par l’égalité 
x -f- x 4-4 = i 8, qui a reçu le nom d’équation. Cette équa- 
tion revient à 2 fois x-\-^= 18, ou à arX2+4=i8. 

Pour en tirer la valeur de a?, on ôte 4 de chacune des deux 
quantités égales æX 2 + 4 et >8; les restes, iX 3 et «4, 
devant être égaux , on a x X 2 — 1 4 - 

Divisant par a chacune des. quantités égales 1X2 et < 4 > 
les quotiens x et 7 seront égaux, et donneront l’équation 
x — q, qui fait connaître le plus petit des deux nombres de- 
mandés. . • • . • - 

Le plus grand de ces nombres étant égal auplus petit aug- 
menté de la différence 4 > sera 7 - 4 " 4 ou 1 1 • • 

Les nombres 7 et 11 satisfont à toutes les conditions du 
problème ; car leur somme est 7 + u au 18 , et leur différence 
est n-T-,7 ou 4 - • . 

■ Si l’on voulait résoudre le même problème , en assignant 
d’autres valeurs à la somme et à la différence , on parviendrait 
aux nouvelles valeurs- des nombres inconnus, à l'aide de rai- 
sonnemens et de calculs parfaitement semblables aux précé- 
dons. On sent dès lors que si, dans le cas particulier que nous 


Digitized by Google 


CHAPITRE 1 . 


99 

avons traité , noos nous fussions bornés à indiquer les opéra- 
tions , an lieu de les effectuer à mesure qu’elles se présentaient , 
nous eussions obtenu une expression indiquant l’ensemble des 
opérations à faire sur les données, pour obtenir directement 
la valeur de l’inconnue dans chaque cas particulier, sans être 
obligé de recommencer la série des transformations que nous 
avons fait subir à l’équation primitive. Nous allons donc re- 
prendre là même question en suivant cette marche nouvelle ; 
et pour ne pas conserver les données d’un cas particulier, nous 
représenterons les quantités connues par les premières lettres 
de l’alphabet. 

A insi , nous désignerons par a la somme des nombres cher- 
chés, et par b leur différence. Le plus petit des nombres cher- 
chés étant représenté par x, le plus grand sera x + b, et leur 
somme devant être égale à a, il faut que 

x -f-x-f-b = a , ce qui revient à xX2-f-ô=a. 

Retranchant b de chacune des quantités égales IX 2 + b et 
a, les restes 1X2 et a — b seront égaux; doucxX 2 =a — b. 

Enfin, le produit de x par 2 étant a — b, on obtiendra la 

valeur de x en divisant a — b par 2; ce qui donne ar=— — . 

Cette expression générale de x porte le nom de formule, et 
nous apprend qu’on obtiendra toujours le plus petit nombre 
en retranchant de la somme des nombres cherchée, leur dif- 
féoeKce , et en divisant le reste par a. 

Lorsqu’on aura ainsi déterminé le plus petit des nombres 
cherchés,- on trouvera le plus grand, en augmentant ce plus 
petit nombre de la différence donnée. 

Si l’on veut parvenir directement à /' expression générale 
du plus grand des deux nombres cherchés , on le désignera 
par y, le plus petit nombre sera y — b , et la somme de ces 
deux nombres devant être égale à a, on aura 

l\ • 

y + y — b = a, ou y X 2 — i=a. 

Pour résoudre celte équation , on ajoute b à chacune des 

7 -- 
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«eux quantité, égale. jX»- 4 . «i les SOIumes ^ * 2 ct 
a+b devant être égales, on a 

a -{-b 

j'Xî = fl + i ; d’ou T — ^ ■ 

Cette formule noos apprend que , oitemr fc p&w 

des deux nombres cherchés, il suffit <T ajouter ensemble la somme 
et la différence donnes, e< de prendre la moitié du résultat. 
Remarque. On peut donner une autre forme aux exprès- 

générales , ?±-, *“ ”» br “ 

car , d’après ce qui a été démontré {Arith., n" 28 et * 9), ces 
expressions indiquant respectivement la somme et la différence 

des fractions, on voit que lorsqu’on connaît la somme 

et la différence de deux nombres, k plus grand de ces nombres 
peut s’obtenir en ajoutant la demi-somme a la demi-diff- 
rerice, et que Von trouve le plus petit nombre en retranchant 

la demi-différence de la demi-somme. 

La recherche des valeurs des inconnues condu.sant a 
effectuer des additions, des soustractions, des multiplications 
et des divisions, sur des quantités représentées par des lettre., 
nous allons donner le moyen d'exécuter ces operations ; mais 
auparavant nous ferons connaître quelques nouvelles notations 

indiquer la somme de plusieurs quantités égales entre 
elles, on écrit une seule de ces quantités , et l’on met à sa gauche 
le nombre qui exprime combien de fois elle est repelee, ce 
nombre s’appelle coefficient. Ainsi, 3 b représente la somme 
de trois quantités égales à 6, et 3 est le coefficient <le b. 

Pour indiquer le produit de plusieurs quantités representees 
nar des lettres , on écrit ces lettres les unes à la suite des autres. 
Ainsi , abcd désigne le produit .des facteurs a, b, c, d. 

Pour indiquer le quotient de n par ô , on écrit f ou « I b. 

U produit de m facteurs égaux à une quantité quelconque b 
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est ce qu’on romtne la m Ume puissance de b ; on l’indique de 
cette manière b m ; et m se nomme 1’ 'exposant de b. 

Ainsi, 6 1 représente le produit de trois quantités égales à b , 
et 3 est l’exposant de b. 

La quantité qui , prise m fois comme facteur, donne un 
produit égal à cl, est ce qu’on nomme la racine m Um ‘ de et. 

m 

Pour indiquer eette racine, on écrit [/»; le signe V est ce 
qu’on nomme un radical, et m s’appelle l’ indice du radical. 

5 _ 

Ainsi , V 7 32 désigne la racine cinquième de 3a ; cette racine 
est égale à a , car a 5 = 3a. 

Chacune des quantités, 36, zb*c , est un monome j la réunion 
de plusieurs monomeé séparés par les signes <+ et — est un 
polynôme, et ries monomes sont les termes- du polynôme. 

Selon qu’on veut exprimer qu’une quantité est composée de 
deux monomes, de trois monomes , etc. , on dit que cette quan- 
tité est un binôme, un trinôme, etc. 

Un terme d’un polynôme est dit positif on négatif, suivaut 
qu’il est affecté du signe + ou du signe 

Les monomes qui ne Sont précédés d’aucun des signes -j- et — 
sont censés affectés du signe + , et sont par conséquent positifs. 

Lorsqu’on Veut indiquer une opération à effectuer snr un 
polynôme , on place ce polynôme entre parenthèses , et l’op met 
hors de la parenthèse le signe indicateur de cette opération. 

Ainsi, pour indiquer le produit de a — b par c — d, on 
écrit ( a — 6)X(c — d), ou simplement ( a — b) (c — d). 

Chacune des expressions 


(a — b) /a —b\ 
(F=d)’ \c-dj’ 


(a— b) ;.(c— d), 


désigne le quotient de la division de s — b par c — d. 

Les valeurs des puissances d’une même quantité littérale sont 
regardées comme d’autant plus grandes que l’exposant de la 
puissance est plus grand. Ainsi b ' est plus grand que b\ 
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Quand les termes d’un polynôme sont disposés suivant l’ordre 
indiqué par les grandeurs des exposans d’une même lettre, on 
dit que ce polynôme est ordonné par rapport à cette lettre. 

Ainsi, le trinôme ba 5 — 2&V est ordonné suivant 
les puissances décroissantes de a , et suivant les puissances 
croissantes de b. 

Lorsqu’on dira qu’un polynôme est plus grand qu’un autre, 
il faudra toujours entendre que ces polynômes étant ordonnés 
par rapporta une même lettre, le plus fort exposant de cette 
lettre est plus grand dans le premier polynôme que dans le 
second. Ainsi, le polynôme a* — 5d‘b * -f- 7 est plus grand 
que a“ — l\ab -j- r ]b'< par rapport à a, .et plus petit par rapport 

à b. .... 

La valeur d'un polynôme reste la même dans quelque ordre 
qu’on écrive ses termes ; car les valeurs des ternies étant indé- 
pendantes de leurs positions relatives , le résultat exprime tou- 
jours la somme des quantités additives , diminuée de la somme 
des quantités soustractives. 

Des termes sont dits semblables , lorsqu’ils sont les mêmes, 
abstraction faite des signes -|- , — , et de? coefliciens n umériques . 

Ainsi , +6 a*b 3 et — 5 a*é sont des termes semblables. 

71. Quand un polynôme contient des termes semblables, 
on peut réunir tous ces termes en un seul. 

Par exemple, soit le polynôme l>-\-8d — 3^4-7 d — id ; sa 
valeur restant la même dans quelque ordre qu’on écrive ses 
termes, on peut le mettre sous la forme b -f -8d-\- 7 d — 3 d — o.d. 
Or, ajouter 8 fois d plus 7 fois d, pour retrancher ensuite 
3 fois d plus 2 fois d, revient à ajouter d, un nombre de fois 
marqué par 8 plus 7 ou par i 5 , et à retrancher d , un nombre 
de fois marqué par 3 -f- 2 ou par 5 ; le polynôme proposé se 
réduit donc à b + i 5 d — 5 d, ou enfin à b-i-iod, car, ajouter 
i 5 fois d, pour retrancher ensuite 5 fois d, revient à ajouter 
d, un nombre de fois marqué par i 5 — 5 ou par 10. 

Pour obtenir le coefficient -f- 10 de d, il sulfit de calculer 
la somme i 5 des coefliciens 8, 7, des termes qui ont le signe -f-, 
et la somme 5 des coefliciens 3 , 2, des termes qui ont le 
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signe — ; de retrancher ensuite 5 de i 5 , et d’affecter le reste io 
du signe + placé devant les termes tk>nt l'es Coefficiens ônt 
fourni la plus grande somme. 

On verra, d’une manière semblable, que le polynôme. . . . 
b — Qd -J- 3 d — 7*/ + o.d se réduit à b — 10 d. 

En général, pour obtenir le coefficient numérique du monome 
qui résulte de la réduction de plusieurs terme f semblables , on 
calcule séparément la somme des coefficiens des termes pré- 
cédés du signe -J- et celle des coefficiens des termes précédés du 
signe — ; on retranche la plus petite somme de la plus grande ; 
le reste affieclé du signe des termes dont les coefficiens ont fourni 
la plus grande somme , est le coefficient demandé. 

Ou trouve de cette manière que le pnlynome 

5 a+ 66 a c — 2 a — 8 b"c se réduit à 3 a — ib c. 

Un polyrome , ainsi réduit à sa plus simple expression , 
offre le tableau des calculs arithmétiques à effectuer snr les 
valeurs numériques des lettres qu’il renferme, pour parvenir 
le plus brièvement possible à sa valeur numérique 

Si l’on suppose, dans ce qui précédé, que les différentes 
lettres qui entrent dans les termes semblables deviennent égales 
à l’unité, ces termes se réduiront à leurs coelüciens numé- 
riques, et l’on déduira de la règle précédente que , ]>our sim- 
plifier une expression comptée de nombres liés entre eux par 
les signes + et — , il suffit de calculer séparément la somme 
des nombres précédés du signe -f- et la somme des nombres 
précédés du signe — s puis retrancher la plus petite somme 
de la plus grande , et enfin affecter le reslf du signe des 
nombres qui ont fourni la plus grande somme. 

Ainsi, £ + 8 — 3 -f-^ — 2 et b — 8 + 3 — 7 + 2, 
se réduisent respectivement à 6 + 10 et à £ — 10. 

Il en résulte que, 8 > — 3 + 7 — 2 sé réduit à + io, 
et que — 8 -f- 3 — 7 + 2 se réduit à —10. 

,a<w ¥° . ’• uh> 4 . alqHWJMf ■»«*! 
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§ II. Des quatre opérations fondamentales de l'Algèbre. 
de l’addition. 

72. L’adbition algébrique a pour but, étant donnés des 
polynômes ou des monomes, de trouver un polynôme unique 
nommé somme , présentant l’ensemble des additions et des 
soustractions partielles indiquées par les signes -)- et — qui 
affectent les termes des quantités proposées. 

• On déduit de cette définition que , pour additionner plu- 
sieurs quantités , il suffit de placer les termes de ces quan- 
tités les uns à la suite des autres avec leurs signes. 

Par exemple, pour ajouter b — c à a, il suffit d’écrire 
a -|- b — c; car la somme des quantités a et b étant a + b, 
si b diminue de c, la somme a +b doit diminuer de c; la 
somme des quantités, a, 6 — c, est donc a-f-ô — c. 

On démontrera de même que la somme des polynômes 

3 a — b , c — 2 d, e-f-2 f — 4 gt est 3 a — 6-f-c — 2d-f-e-f-af— t[g, 

car la somme des quantités positives 3 a, c, e-f-2/î étant indi- 
quée par 3 a -f- c -f- e -f- 2/j si ces trois quantités diminuent res- 
pectivement de b, de 2 d et de l\g, leur somme 3a-f-c-f-e-f-2_/", 
diminuera nécessairement de A-f-2d-f-4g“, elle deviendra donc 

3 a 4- c -f- e -f- a/ - — b — 2 d — 4 #> 

et comme on peut transposer les termes de ce dernier poly- 
nôme, sans changer sa valeur, on voit que la somme cher- 
chée est 3 a — b-\-c — ad -f- e-f-2/" — l\g. 

Remarque. Lorsque les quantités qu’il s’agit d'additionuer 
renferment des termes semblables , on facilite les réductions 
dont la somme est susceptible , en écrivant les termes sembla- 
bles les uns sous les autres avec leurs signes, et en réduisant 
chaque groupe de termes semblables par la méthode du n° 7 1 . ' 

Par exemple, pour additionner les trois polynômes 
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5 a — 7 ab 1 — 8a 1 -}- g, — 4 + 9 a ’+ ,oa ^*i — ’ja — 18 ab‘, 

on exécute le calcul île la manière suivante, 

5 a — <]ab' i — 8a 1 -}- g 
-|- i o ab‘ -f- 9a 3 — 4 
— 7a — i8aô* 


Somme , — 2 a — i5 ai* -f- a 1 -}- 5. 


•t 




Dans l’expression réduite de la somme demandée, le cofficient 
de a est 5 — 7 ou — 2 , le coefficient de ab 1 est — 7 + 10 — 18 
ou — 1 5 , le coefficient de a 3 est — 8-f-g ou 1, et la partie 
entièrement numérique est-g — 4 ou +5. 

Tfimltitm aY ittJw- s. . • l(i, \ ai. 

• / • ' 

DE LA SOUSTlt ACTION. 

1 •*! * 

73. La soustraction algébrique a pour but, connaissant la 
somme de deux quantités et l’une d’elles, de trouver l'autre 
quantité nommée restr. Ce reste s’obtient en mettant à la suite 
de la quantité dont on veut soustraire , tous les termes de la 
quantité à soustraire pris avec des signes contraires à ceux 
qu’ils ont. 

Par exemple, pour soustraire c — d de a— b, il suffit d’écrire 
a — b — c-\-d. En effet, si l’on ôtait c de a — b , le reste 
serait a — b — c ; mais on ne devait soustraire que c — d ; on a 
donc ôté d de trop ; le reste a — b— c est donc trop faible 
de d -, le reste cherché est donc a — b — c + d. 

Pour faire dépendre la soustraction de l'addition, et faciliter 
les réductions des termes semblables, on pose sous la quantité 
dont on soustrait , tous les termes de la quantité à soustraire 
pris avec des signes contraires à ceux qu’ils ont, en ayant soin 
d’écrire les termes semblables les uns sous les autres; la somme 
de ces deux polynômes, réduite à sa plus simple expression, 
exprime le reste demandé. 

Ainsi, pour ôter 2a-j-36’c — 7 de 8a — 5 b'c — 4i 0Dex ®~ 
cute le calcul de la manière suivante : 


♦ 


"'fl 


■a 


- 
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. 8 a 5 b'c — 4 

— i a — 3 b'c + 7 

Reste 6a — 8 b'c -f- 3 . 

L’addition des polynômes 8a — 5 b’c — 4 > — 20 — 3£> s c-f-7, 
a fourni le reste demandé 6a — 8£’c + 3 . 

74 Quand la quantité à soustraire est plus grande que 
celle dont on doit la soustraire , on est conduit à un reste 
négatif. Ainsi, lorsqu’on retranche a + b de a , le reste est 
a — a — b, ou o — b, ou — b. 

Toute quantité négative — b peut donc être considérée comme 
indiquant le reste d'une soustraction qui n’a pu s’effectuer 
qu’en partie, et dans laquelle la quantité à soustraire surpas- 
sait de b, la quantité dont on voulait la soustraire. 

75. On peut comparer plusieurs quantités, en faisant abs- 
traction des signes -f- et — , ou en ayant égard à ces signes ; 
dans le premier cas, on compare les grandeurs absolues des 
quantités , et dans le second leurs grandeurs relatives. 

Les valeurs relatives des quantités négatives sont d’autant 
plus petites, que les valeurs absolues de ces quantités sont plus 
grandes / car, si l’on retranche de — a, la quantité positive b , 
le reste —a — b ou — ( a-\-b ) sera nécessairement' moindre 
que — a, quel que soit a. 

Remarque. Eu supposant a=o , on voit que — b est moindre 
que zéro. Do sorte que la valeur relative d'une quantité né- 
gative est plus petite que zéro , quoiqu’il n'existe aucune 
quantité dont la valeur absolue soit moindre que zéro. 

Lorsqu’on dit qu’une quantité est moindre que zéro , il faut 
toujours enlendre-qu’elle est négative, et que l’on considère 
sa valeur relative. 

ÜE LA MULTIPLICATION. 

76. La multiplication algébrique a pour but de déterminer 
une quantité nommée produit qui soit composée avec une 
quantité nommée multiplicande , de la même manière qu’une 
quantité nommée multiplicateur est composée avec l’unité. 
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n>j .La multiplication des monomes repose sur les principes 

suivans : • • 

i°. Pour obtenir la partie littérale du produit de plusieurs 
monomes algébriques , on écrit les différentes lettres des fac- 
teurs les unes à la suite des autres (n® 70). Ce genre de notation 
constitue ce qu’on appelle la règle des lettres. 

2°. Le produit de plusieurs puissances d’une même quantité , 
a pour exposant la somme des exposons de celte quantité 
dans les facteurs. Ce principe est ce qu’on nomme la règle 
des exposons. 

Par exemple, le produit de b* par b 3 est b 5 , car 
b 1 X b 1 =ÜX bbb =bbbbb r =b b = b' + \ 

11 résulte de ce principe, que quand les facteurs d’un pro- 
duit renferment plusieurs puissances d’une même quantité , il 
suffit d écrire une seule fois cette quantité , et de lui donner 
pour exposant la somme des nombres qui marquent combien 
de fois elle est facteur. 

Ai nsi , a 'b* X a' 1 b^-=ab'd i b \z=sa'a?b‘b* = a 3+s & î+ + = afb s . 

3 °. Dans la mulliplication.de plusieurs monomes, le coeffi- 
cient numérique du produit est égal au produit des cçefficiens 
numériques des facteurs. Ce principe porte le nom de règle des 
coefficiens . Par exemple, le produit de 3 a par 2 b est 6 ab-, car 
le produit de 3 a par b étant 3 ab , si le multiplicateur devient 
2 fois plus grand, le produit deviendra 2 fois plus grand; le 
produit de 3 a par 2 b est donc 2 fois 3 ab, ou Gab. 

* 4 ® .Quand l’un des facteurs d’un produit se réduit à zéro, 
le produit devient nul ; car on peut prendre pour multipli- 
cande le facteur qui doit se réduire à zéro (n“* 10 et 3 1 ) , et 
ensuite le multiplicande zéro répété plusieurs fois , donne 
un produit qui est nécessairement égal à zéro. 

78. Pour former le produit de deux polynômes, il suffit 
de multiplier sucçessivement chaque terme du multiplicande, 
par chaque terme du multiplicateur , ; en donnant le signe 
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au produit de deux termes de même signe, et le signe — au 
produit de deux termes de signes contraires. 

En effet, soit proposé de multiplier a — b pav c — d. 

Le produit de a par c étant ac , si le multiplicande diminue 
de b , le produit diminuera de c fois b ou de bc\ le produit de 
a — b par c est donc ac — bc. Par une raison semblable, le pro- 
duit de fl — b par d est ad — bd. 

Or, le produit de a — b par c étant ac — bc , si le multipli- 
cateur c diminue de d, le produit diminuera de d fois le mul- 
tiplicande a — b , ou de ad — bd. Le produit de a — b par c — d 
s’obtiendra donc en retranchant ad — bd de ac — bc, ce qui 
donne ac — bc — ad-\-bd (n° 73 ). 

La comparaison du produit ac — bc — ad-\-bd, arec ses fac- 
teurs , a — b, c — d, démontre l’exactitude de la règle énoncée. 

Remarque. Pour mettre plus d’ordre dans la formation du 
produit de deux polynômes, et pour faciliter les réductions, 
on ordonne les facteurs par rapport à une même lettre, et l’on 
dispose les produits partiels de manière que les termes sem- 
blables sc trouvent les uns sous les autres. 

Exemple. Soit proposé de multiplier 

— b 3 — a % b -f- a* -f- ab* par — [^b x - f-3a* — 3 ab. 

On ordonne ces facteurs par rapport à a, ce qui conduit 
au calcul suivant : 

Multiplicande < 2 * — ba* b* 

Multiplicateur 3a* — 3 ba — 4^* 


Produits — 3ba*+3b*a* — 3b'a* 1 er produit. 

J — 3ba*-+-3b*a s — 3bia'-{-3bla a e produit. 

partiels. ) — /jb>a*+$b'a x — . .... . 3 e produit. 


Produit total 3a 5 — GAaH-aA’a 1 — aA 3 a* — b*a- f-4A s . 

La multiplication du multiplicande par le i" terme 3a* du 
multiplicateur, a donné le i* r produit partiel; on a obtenu 
le 2 * produit partiel , en multipliant le multiplicande par le 
2 ' terme —3 ba du multiplicateur ; et l’on a formé le 3* produit 
partiel, en multipliant le multiplicande par le 3* terme — l\ b', 
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du multiplicateur. On a placé les termes semblables les uns 
sous les autres ; et la somme des produits partiels , réduite à sa 

plus simple expression, a donné le produit total. 

7g. Lorsque deux Jacteurs et leur produit sont ordonnés par 
rapport à une même lettre, le premier terme du produit total 
est le produit du premier terme du multiplicande, par le pre- 
mier terme du multiplicateur. 

Par exemple, si l’on ordonne, par- rapport aux puissances 
croissantes d’une lettre x, le premier terme de chaque facteur 
étant celui qui contient le plus petit exposant de x , le produit 
de ces premiers termes déterminera le terme du produit total 
qui renferme le plus petit exposant de x. 

On démontrerait de même que le dernier terme du produit 
total est le produit du dernier terme du multiplicande par le 
dernier terme du multiplicateur. 

Il est facile d’en conclure que les mêmes propriétés con- 
viennent à un nombre quelconque de fadeurs. 

80. L’égalité (a — b) X (c — d)=ac — bc — ad -f- bd, 
étant vraie, quels que soient a, b, c, d, on peut supposer 
que chacun des facteurs a — b , c — d, se réduit à un monome, 
en égalant à zéro deux des quantités a, b , c, d. On trouve de 
cette manière que 

(+«)X(+c) = + ac, (-A)X(— d) =+bd, 

( — *)X( + c)= — bc, (+ a ) X ( — d) = — ad. 

Ces résultats démontrent que le produit de deux monomes 
de même signe a le signe -f- , et que le produit de deux 
monomes affectés de signes contraires a le signe — . 

On en déduit que le produit d’un nombre pair de facteurs 
négatifs est positif, et que le produit d’un nombre impair de 
facteurs négatifs est négatif. 

81. Le produit de plusieurs facteurs entiers ou fractionnaires 
reste le même dans quelque ordre qu’on effectue les multipli- 
cations; car on a vu (n°‘ 10 et 3 i) que la valeur numérique du 
produit reste la même quand on change l’ordre dtîs facteurs, 
et l’on déduit de la règle générale du n° 80, que le signe du 
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produit est indépeudant de l’ordre dans lequel on effectue les 
multiplications. 


DB la division. 


82. La division algébrique a pour but, connaissant le pro- 
duit de deux facteurs nommé dividende, et T un de ces facteurs 
appelé diviseur, de trouver l’autre facteur nommé quotient. 

Toutes les règles relatives à la division se déduiront de celles 
qui ont été données pour la multiplication ; car on obtiendra 
le quotient en cherchant par quelle quantité il faut multiplier 
le diviseur, pour obtenir le dividende. 

Division des monomes. 


83 . La division des monomes repose sur les principes suivans: 
i°. La règle des lettres est de supprimer dans le divi- 
dende, les facteurs algébriques du diviseur. Ces facteurs mo- 
nomes sont toujours en évidence. 

Quand le dividende renferme tous les facteurs du diviseur, 
la suppression de ces facteurs dans le dividende, conduit à un 
quotient exact qui est entier. * 

Ainsi, le quotient de abcde par ad est bce. 

Quand le dividende ne contient pas tous les facteurs du divi- 
seur , il n’existe pas de quotient entier ; on obtient l’expression 
fractionnaire la plus simple du quotient, en supprimant les 
facteurs communs au dividende et au diviseur, ce qui ne change 
pas la valeur du quotient ( remarque du n° 33 ). 


Ainsi , 


abcd bd 

ace e " 


2 0 . Dans la division de deux puissances d'une même quan- 
tité, l’une par V autre , la règle des exposans est de retrancher 
l’exposant du diviseur de celui du dividende; le reste exprime 
V exposant du quotient. C’est-à-dire que mets désignant des 

• • • 1 * û m 

nombres entiers positifs quelconques, on a (1). . — = a m ~ m . 
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En effet , lorsque m est plus grand que ii,on • 


Si l’on applique la formule (i) aux deux autres cas, c’est-à- 
dire au quotient de a" par a m , et de a m par a m+ ? , on trouvera 


a 

a” 


. àr 
Mais, 

a 


' — a" 


a'" 

a"+P' 


: a m ~ C m+ r) = art. 


a m I X« m i , , 

à^p = ÿxâ 5 = 5 (rçmar * Ke du n 33 >- 


Par conséquent, pour que la formule (i) soit générale, il 
faut supposer que a°= i et que a~P = 


* Ces conventions ne sont contraires à aucune des précé- 
dentes. En effet, a” étant la même chose que i X.a m ,on peut 
considérer t exposant positif d' une quantité comme indiquant 
combien de fois cette quantité est facteur avec l’unité ; et, sous 
ce point de vue, lorsque l’exposant m devient zéro, la quantité 
a m , qui prend la forme a 0 , se réduit au facteur i , c’est-à-dire 
à l’unité. De plus, dans l’expression b m , l’exposant positif 
indiquant que l’unité est multipliée paria m iim ‘ puissance de b , 
il est permis de convenir que dans b~ M l’exposant négatif — m 
indique au contraire que l’unité est divisée par la ni iim ‘ puis- 
sance de b. . t 

Au moyen de ces conventions, la régie énoncée (a®) devient 
applicable à tous les cas. u 1, i 

Ainsi, toute quantité élevée 4 la puissance zéro est égale à 
r unité, et toute quantité élevée à une puissance négative in- 
dique une division qui reste à effectuer. 

3®. La régie des coefficiens est dé diviser le coefficient du di- 
vidende par celui du diviseur ; le résultat exprime le coefficient 


6 ab 


du quotient. Ainsi , — 3a, car 2ÔX3ai=6a4. 


4®. La régie des signes est la même que dans la multipli- 
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cation ; quand le dividende et le diviseur sont de même signe, 
le quotient a le signe -f ; lorsque le dividende et le diviseur 
ont des signes contraires , le quotient a le signe — • 

Les règles précédentes donnent 


4- 1 2 a s bc 3 
4 - 3 a À bc 


— + 4a 4 e a , 


— la cPbt? 
-f- 3 a*bc 


— 4®*c*. 


Division des polynômes. 


84- Le dividende pouvant être considéré comme un produit 
dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs , nous 
examinerons comment se forme un produit , afin d’en déduire 
le moyen de le décomposer. 


Multiplication ou forma- 
tion d’un produit. 

<z’ — 3 ba' 
a» — a 6a — 4* 

a»— 3ba* 

— lba*+6b , a* 

— b‘a 1 -^-ib*a• 

. a 5 — 54a4-t«5i*aM-34»a* 


Division bu décomposition d'un produit. 

a* — 5ia < -f-54’a s -t-34'a , | a 5 — 3 ha' 

— a*+34a* I a'—sba — b * 

i«r reste — j.bu i -^-Sb 1 a 3 +34®a* 
iba* — 64*a> 

a» reste — 4»aH-34*a* 

4*a 3 — 34 3 a* 

3« reste o 


La comparaison du produit avec ses facteurs, fait voir que 
ces trois polynômes étant ordonnés par rapport à a, le 1 " terme 
a 5 du produit total est le produit du 1 " terme a 3 du multipli- 
cande par le 1 " terme a 4 du multiplicateur; que le dernier 
terme 3& 3 a“ de ce produit résulte de la multiplication du der- 
nier terme 3 bd 1 du multiplicande, par le dernier terme — 6“ 

du multiplicateur, et que les autres termes du produit total 
résultent de la réduction de plusieurs termes semblables des 


produits partiels. 

Par conséquent, la division du 1" terme a 5 du dividende, 
par le l" terme à 3 du diviseur, fournit le t" terme a” du 
quotient ; tandis que la division d’un autre terme du divi- 


¥ 
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demie par un ternie du diviseur, ne donne pas un ternie du 
quotient. 

Le dividende exprimant la somme des produits partiels du 
diviseur par les différens termes du quotient, si l’on retranclie 
du dividende, le produit a b — 3 ba^ du diviseur a 3 -{- 3 ba 2 par 
le i er terme a 2 du quotient, le reste — 2&a 4 -f- 5 b 1 a' -f- 3 b 3 a* 
sera le produit du diviseur par les autres termes du quotient. 

Pour faciliter cette soustraction, on écrit les produits par- 
tiels a 5 ,< — 3 aô 4 ,de$ différens termes du diviseur par le l* r terme 
a' du quotient, sous les termes semblables du dividende, en 
changeant les signes de ces produits partiels, et l’on obtient le 
I er reste en ajoutant — a 5 -f- 3 ba^, au dividende (n° ^ 3 ). 

Connaissant le i" terme a 2 du quotient, et le !" reste, pour 
déterminer les autres termes du quotient, on observe que le 
I er reste exprime le produit du diviseur par la somme des 
fermes inconnus du quotient, et que, par conséquent, le 
i" terme — 26a 4 du i" reste est le produit du i" te.rme a 3 du 
diviseur par le 1 er des termes inconnus du quotient (n° 79) ; on 
obtiendra donc le 1" de ces termes, c’est-à-dire le 2 e terme du 
quotient demandé, en divisant le 1" terme — ibaï du 1" reste 
par le 1" terme a 1 du diviseur; ce qui fournira lè 2' terme 
— 2 ba du quotient demandé. g 

Enfin, pour trouver le 3 ' terme du quotient, on retranche 
du 1" reste, le produit du diviseur par le 2* terme — 2 ba du 
quotient, le 2' reste est le produit du diviseur par le 3 e terme 
du quotient; de sorte que la division du 1" terme — b*a 3 de ’ 
ce 2' reste, par le 1" terme a 1 du diviseur, fournit le dernier 
terme — b‘ du quotient. Retranchant du 2* reste, le produit du 
diviseur par — b \ le reste zéro fait voir que le quotient obtenu 
a 2 — 2 ba — b* est exact; car on est parvenu à ce reste, en 
retranchant du dividende et des restes , les produits partiels 
du diviseur par les termes, a’,— 2 ba, — b 2 , du quotient; ce 
qui revient à ôter du dividende, le produit du diviseur par 
a 2 — uba — b 2 \ le reste étant nul, le dividende est le produit 
exact du diviseur par a 2 — iba — b'. 

En général : Pour calculer le quotient de la division de 
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deux polynômes , ordonnez-les par rapport à une même lettre. 
Divisez le 1 " terme du dividende par le l* r terme du diviseur ; 
le résultat sera le i" terme du quotient. Retranchez du divi- 
dende , le produit du diviseur par le I e ' terme du quotient , 
vous obtiendrez un i* r reste. Divisez le l" terme de ce i ” reste, 
par le I er terme du diviseur ; le résultat sera le 2 ' terme du 
quotient ; et ainsi de suite. 

l" Remarque. Dans tout le cours des opérations relatives à 
la division, le dividende est constamment égal au produit du 
diviseur par le quotient obtenu, augmenté du reste qui corres- 
pond à ce quotient ; car on a trouvé le reste , en retranchant 
du dividende et des restes successifs, les produits partiels du 
diviseur par chacun des termes du quotient obtenu; ce qui 
revient à retrancher du dividende, le produit du diviseur par 
le quotient obtenu. 

Il en résulte que, lorsqu’on parvient à un reste nul, le quo- 
tient obtenu est exact ; car le dividende est alors égal au produit 
du diviseur par ce quotient. 

Par exemple, si l’on applique la règle générale à la décom- 
position du produit qui a été formé ( page 108 ), on trouvera 
que le quotient de 

3 o 5 — <ôba^-%-ib'à { — ‘ib' , a i —b'a-\-^b J par a' — ba‘‘-]-b'a — b 3 
est 3 a % — 3 ba — 4 b*. "V oici le détail du calcul’: 

3 a'' — 6Aa*-f-3&*a s — ib'a i — b^a-\-^b b cP — ba*-\-b'a — b' 
— 3a 5 -!- 36a 1 — 3£*a 3 -f 36 V 3 *,» 3 (j a — 46 » 

1 " reste — 3 ba * — A'« 3 + iV — b*a+/tffl 
+3ba*—3b , à , +3b 3 d‘~3b'a 

a* reste — ^b’d' -|- /\b'a' — ^b'aA-^ 

-\-t\b'a ' — 4*V-f-4£*fl-46 5 

3 e reste o. , 

La division du 1 " terme 3a 5 du dividende, parle 1 “ terme 
a} du diviseur, fournit le 1 " terme 3 du quotient. Pour 
soustraire du dividende, le produit du diviseur par le 1 " terme 
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du quotient, on écrit les termes de ces produits en changeant 
les signes + en — et les signes — en -f-, On effectue les ré- 
ductions des termes semblables, cc qui fournit le i" reste. La 
division du i" terme — 3 baS de ce reste, par le i' r terme a 1 
du diviseur, donne le 2 * terme — 3 ba du quotient. On re- 
tranche du i" reste le produit du diviseur par — 3ba , ce qui 
conduit au 2 * reste. La division du i' r terme — fib'a' 1 de ce 
2' reste par le terme à* du diviseur , détermine le 3 e terme 
— du quotient. On retranche du 2 * reste, le produit du 
diviseur par — le reste zéro fait voir que le quotient 
obtenu 3u s — 3ba — 4^’ est exact. 

2* Remarque. Quand le dernier reste n’est pas nul, le quo- 
tient total est composé d’une partie entière , et d’une fraction 
dont le dernier reste est le numérateur , et dont le diviseur eSt 

le dénominateur. Ainsi , la division de à 1 - {- 2 ab -f- i par a J) 

donnant le quotient entier a-\-3b et le reste 3 b 7 -f* t , le quô- 

tient total de cette division est d 4- 3b -j îïi. 

a — b 

3' Remarque. Suivant que les dividendes partiels et le divi- 
seur sont ordonnés par rapport aux puissances croissantes ou 
décroissantes d'une certaine lettre, les termes que l’on obtient 
au quotient sont ordonnés de la même manière. 

Par conséquent : Pour que les exposons d'une lettre dimi- 
nuent dans les restes successifs, il faut ordonner le dividende, 
le diviseur et les restes , par rapport aux puissances décrois- 
santes de cette lettre , et réunir en un seul terme tous les 
monomes affectés, de la même puissance de celte lettre. On 
parvient alors nécessairement à un reste moindre que le divi- 
seur, c’est-à-dire dans lequel le plus fort exposant de la lettre 
par rapport à laquelle on a ordonné est moindre que dans le 
diviseur. 

4* Remarque. Si l’on divise ai' — b 1 ej. a* — b * paru — b, 
on trouvera 

a 1 — b 1 , a *— b P , * 

— — j —a’ + ab + b 1 , -^—ç^a' + ba' + b’a + b'. 
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* En général : le quotient de a" — b" par a — b est 

a* -1 -f. brt*~ % è*a* — 3 b n ~‘ 3 a * -f- b n ~‘a -J- 6*~‘ , 

car le quotient a*~‘ -f- ba'~ ‘ + etc. , multiplié par le divi- 
seur a — b, donne un produit qui se réduit au dividende a • — b *. 

« 

fl* — — J 

On en déduit que — — - = a m "~' + a"~* -J- . , . -f- a-f- i. 

Preuves des quatre règles. 

‘.s 

85 . Pour faire la preuve de l’addition , on peut soustraire 
de la somme des quantités données, l’une quelconque de ces 
quantités ; le reste doit être égal à la somme de toutes les autres 
quantités données. Pour vérifier si le reste qu’on a obtenu, en 
retranchant une quantité d’une autre, est exact, on ajoute le 
reste à la quantité que l’on a soustraite, la somme doit être 
égale à la quantité dont on a soustrait. Pour reconnaître si le 
résultat d’une multiplication est exact, il suffit de diviser le pro- 
duit obtenu, par Fun de ses deux facteurs, le quotient doit être 
égal à l’autre facteur. Enfin, pour faire la preuve de la division, 
on multiplie le diviseur par le quotient obtenu , et l’on ajoute 
à ce produit le reste correspondant à cè quotient, la somme 
doit être égale au dividende {page 1 1 4 j 1 ” remarque). 

86. Nous allons faire voir que V Algèbre conduit à des dé- 
monstrations très simples des principes des n°* i 5 , 16, 17,21, 
26; et nous ferorts connaître en même temps quelques pro- 
priétés qui seront utiles par la suite. 

i°. Quand plusieurs nombres, A , B , C , etc., ont un diviseur 
commun S~, leur somme a le même diviseur (n° i 5 , 2“) ; car 
en faisant A=A , J', B=B'/ , C = C'J', etc., 

on en déduit A-f- B -|- C etc. = (A'-f-B’ I- C'-f- etc.) A 

Les multiples d'un nombre admettent dont tous les diviseurs 
de ce nombre (n°. i 5 , 3 °). 

2°. Quand une somme, composée de deux parties, et l'une 
de ces parties, ont un diviseur commun, l’autre partie admet 
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nécessairement ce même diviseur (n° « 5 , 4 °); car en posant 
A + B = m/' ) A = ni, on en déduit 

B = mi — A = mi . — ni— (m — n)i. 

3 °. Quand l’une des deux parties d’une somme admet un 

diviseur i qui ne divise pas l'autre partie, la somme ne sau- 
rait admettre le diviseur i (n° i 5 , 5 °). Cela résulte de (2 0 ). 

On peut d’ailleurs démontrer directement cette propriété ; 
car en faisant 

A = ni, on a , A ni -f- B , — j- — = n -f- , 

O O 

et comme ou suppose que B n’est pas divisible par i, le quo- 
tient de A -f- B par i se compose d’un nombre entier n, plus 
d’une fraction. 

4 °. Un nombre entier quelconque est un multiple de g aug- 
menté de la somme de ses chiffres (n° 16) ; car en représentant 
par a, b, c, d, etc., les chiffres d’un nombre entier N , on a 

N = a 4~ 1 ob -f- 1 00c -f- 1 000 d -f- etc. 

— a + (9+ 0 ^ + (99+ 0 c + (999 1 0 ^ 4 - etc. 

= (9 6 + 99 e + 999^ + etc.) -f- (a +-b + c 4- d+ etc.) 
(^ 4 - iic-f- 1 1 id+etc.)9 4- {a 4- b 4- o 4- etc.) 

Par conséquent , le reste de la division d'un nombre par 9 est 
le même que le reste de la division de la somme des chiffres 
de ce nombre par g. On en déduit la règle du n" 16. 

• 5 °. Le reste de la division par 9 du produit AB de deux fac- 
teurs A, B, est égal au reste de la division par g du produit 
des deux restes R’, R", que l’on obtient en divisant A et B, par 9 
(n° 17), car on a 

A = gm 4- R', 8 = 9/14- R» ; 
d’où AB = (9 m 4- R ) gn 4 * gmR*4- R'R". 

Le reste de la division de A X B par 9 est donc égal au reste 
de la division de R' XR" par 9. 

Ou en déduit les propriétés du n° 17. 

6°. Tout diviseur i, commun à deux nombres, a , S , divise 
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nécessairement les restes que Von obtient en cherchant le plus 
grand commun diviseur entre a et £. En effet, soit «>£ 
on divisera a par G, ce qui fournira un quotient entier q et un 
reste r<ff. La division de G par r donnera un quotient entier 
q' et un reste r'< r; et ainsi de s»ite.^>n aura 

m — Sq + r, c = rq'-\~d, etc. 

Or, par hypothèse, / divise g et •; /divisera donc «y ; / di- 
visera donc r, car « = Cq -f- r. Le nombre / divisant G et r, l’é- 
gal i te G =rq’ -f-r' prouve que et ainsi de suite. Ce 

qui démontre la propriété énoncée. 

r }°. Lorsqu’on multiplie le dividende et, le diviseur par un 
même nombre P, la partie entière du quotient ne change pas, 
mais le reste est multiplié par P. Eu effet, si la division de A 
par B fournit le quotient entier Q et le reste R, on aura 

A=BQ + R-, R<B; d’où AP = BP xQ 4 - RP et RP < BP. 

Ces deux dernières relations font voir que la division de AP 
par BP conduira au même, quotient entier Q, et au reste RP. 
Ce qui démontre la propriété énoncée (7 0 ). 

8°. On déduit de (j°) que, pour obtenir les restes successifs 
qui seraient fournis par la recherche du plus grand commun 
diviseur entre A X P et B X P> H suffit de multiplier par P 
tous les restes y ue l'on obtiendrait , si l’on calculait le plus 
grand commun diviseur entre A et B. 

g u . Lorsqu’un nombre P divise le produit AxB de dense 
facteurs, s’il est premier avec A ,.il divisera nécessairement B. 
En effet, les nombres A, P, étant premiers entre eux, la re- 
cherche de leur plus grand commun diviseur conduira à un 
reste qui sera égal à l’unité (n° 22). Par conséquent, si l’on 
multiplie A et P par B, et si l’on cherche le plus grand commun 
diviseur de AB et PI}, on parviendra au reste 1 X B ou B (8°). (*) 


(*) Les signes . > < 

signifier)! p‘ us grand que , plus petit. que. 

Ainsi, «>C exprime que a est plus grand que (. 


i 


m> * 
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Le nombre P divisant AB et PB , il résulte de (6°) que P divise 
le reste B. Ce qui démontre le principe énoncé (9 0 ). 

io°. Tout nombre premier qui divise un produit , divise né- 


En effet, soit a un i^itnfarc premier qui divise le produit P 
des facteurs, a, b, c,..., m, n } si « est premier avec a, il faut 
que et divise le produit p des autres facteurs b, c,..., m,n, car 


et comme le nombre u, qui est premier avec a, divise pXa, 
on déduit de (9 0 ) que * doit diviser p. 

Par la même raison , at divisant le produit p des facteurs, 
b, c, ..., m, n, si * est premier avec b, il faudra' que «t divise 
le produit des autres facteurs c,. . ., m, n. 

En continuant 'ainsi jusqu’aux deux derniers facteurs, m, n, 
on voit que, si » 11e divise aucun des facteurs précédens, il 
faudra que « divise m ou n; ce qui démontre le principe énoncé. 

Tout nombre premier qui divise # ,n , divise donc ». 

li°. Ou déduit des propriétés précédentes que pour déter- 
miner le plus petit nombre divisible par des nombres donnés, 
il suffit de décomposer ces nombres en leurs fadeurs premiers, 
et de former ensuite un produit dans lequel chacun de ces fac- 
teurs premiers entre autant de fois qu’il se trouve dans celui 
des nombres donnés ou il entre le plus grand nombre de 
fois (n° 21). 

Par exemple, si m, S et y désignant des nombres premiers , 
on veut trouver le plus petit nombre N divisible par chacun 
des nombres « ( C*y*, »"C y 3 ; on dira; puisque N doit être di- 
visible par * 5 £ a , le facteur « entre 5 fois dans N ; de même, N 
étant divisible par «'£ty a , il faut que le facteur C entre ’4 fois 
dans N ; et N étaut^livisible par «'«y 3 , 1 le facteur y doit entrer 3 
fois dans N. Le nombre K devant contenir les facteurs a 5 , £t,y :l , 
qui sont premier» entre eux, ne saurait être moindre que le 



d’après le principe du’n° *0 , on a 
P=nm. c 



cb) X 


a=pxa, 


produit D’ailleuis «^y 1 est divisible par chacun des 

nombres «r’ô\ *‘» 4 y a , » : '£y 3 . Donc N = . 


s 


* % v \ 

«a® • Algèbre. 

B 

1 2°. Une fraction - , ' dont les deux termes n'ont pas de fac- 
teur commun , est iiirAductiblb; c'est-à-dire qu’elle ne saurait 
être équivalente à une autre fracli^i ^ dont les deux termes 

seraient respectivement moindresjquc B et A (A , B ,ael b sont 
des nombres entiers ). En effet, si l’orn pouvait avoir 

f B 


B 


- = il en résulterm^^= ^ X a = 


Or, b est un nombre entier; le ptoduit Bx^> serait donc 
divisible par A ; mais A est premier avec B;- A diviserait donc 
a ( 9 °) i qui est absurde , puisque a est moindre que A. 

Par conséquent, pour réduire une fraction à sa plus simple 
expression , il suffit de diviser ses deux termes pçir leur plus 
grand commun diviseur. Ce qui démontre les propriétés énon- 
cées dans le n° 26. 

B * 

i 3 °. Lorsqu une fraction - est égale à une fraction irréduc- 
tible -, les deux termes -de la première sont respectivement 
égaux à ceux de la seconde, multipliés par un même nombre. 

En effet, l’ égalité - = -, donne B = -X A= — . 

A a a a 

• 

Mais, B est un nombre entier; le produit b A doit donc être 
divisible par a; et comme a est premier avec b, il résulte de (9 0 ) 
que a divise A. Désignant par n le quotient de A par a , on aura 

b A 

A — na\ et la relation B = — donnera B = nb. Ce qui dé- 

a 1 

montre la propriété énoncée. 

b h M 

i 4 °. Lorsque la fraction - est irréductible, la fraction — 

■ a a" 

b m 

est également irréductible ; car si la fraction — n’était pas ir- 

• a n 1 f 

réductible, il résulte de (12 0 ) que b m et a * seraient divisibles par 
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un même nombre premier «; « diviserait donc b et a (io°)^ la 

. b . . . 

fraction - ne serait donc pas irréductible; ce qui est contre 

1 hypothèse. . -, 

Toutes les puissance s d âne fraction irréductible sont donc 
des fractions irréductibles. 

§ 111. Des fractions littérales. 


87 . Les propriétés qiftont été démontrées, en Arithmétique, 
(n° 9 . 4 , .. . ,38) sur les fractions numériques , conviennent aussi 
aux fractions littérales. Mais , comme les raisonneniens dont 
on a fait usage paraissent exiger que le numérateur et le déno- 
minateur soient des nombres entiers, il est nécessaire de démon- 
trer généralement ces propriétés; et, à cet effet, nous consi- 
dérerons toujours une fraction algébrique comme indiquant le 
quotient' de la division du numérateur par le dénominateur; 
ces deux termes pourront être des nombres fractionnaires- 

88. Nous démontrerons d’abord qu’une fraction quelconque 
ne change pas de valeur, quand on multiplie ou quand on 
divise ses deux termes par une même quantité. 

Soit ^ -q-, le dividendes est égal au produit bq du diviseur b 
par le quotient q \ de sorte que a = bq. O 11 en déduit, 

fjp. J 

aXn=bqxn=bXqXn=bXnXq (n° 1 o)~bnXq , q=j^. 
a aX n 


Donc , 


an a 

b X n bn V 


Ce qui démontre le principe énoncé. 

D’après ce principe : i°. Lorsqu'on aperçoit des facteurs 
communs aux deux termes d’une fraction , on la simplife , 
sans changer sa valeur, en supprimant ces facteurs communs. 

abeden ace 1 3 a b'ctPm t^adém 


Ainsi, 


bdmnp " rrip ’ \5d‘b h cdn 5b 'n 


W 
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3®. Pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur, 
sans changer leurs valeurs , il suffit de multiplier les deux 
termes de chacune d elles par le produit des dénominateurs de 
toutes les autres. 


„ , , , a c e m v 

Par exemple , les fractions y , 

r b d J n q 

réduites au même dénominateur, deviennent 

» 

adfnq cbfnq ebdnq mbdfq pbdfn 

bdfnq' bdfnq' bdfnq' bdfnq * bdfnq' 


Remarque. Le plus petit dénominateur corhmun à plusieurs 
fractions, est la plus petite quantité divisible par chacun des 
dénominateurs de ces fractions. 


Exemple. Soient les fractions, 


a 

¥?' 


f_ 

Fc'd' 


e 

bï’ 


Le plus petit dénominateur commun est M<?d (n® 86, ■ i°), et 
les fractions, réduites à ce dénominateur commun , deviennent 


ab’d cf b 3 cde 

FFd’ büFd' FFd’ 

8y. L’addition de plusieurs fractions de même dénomina- 
teur s’effectue en formant la somme des numérateurs, et en don- 
nant pour dénominateur à celte somme celui des fractions pro- 
posées. 

T b c d 

En effet , soient -=m,-=n, -=i>,etc. , 
a a a 

on aura b — am , c — an, d = ap, etc. 

<!> -f- c-f- d-\- etc. = am + ah -f- ap -f- etc. = a (m -f- n -f- p -)- etc.) ; 

„ , i,i. 6-f-c-f-d-f-etc. 

d ou m-\-n-\-p-\- etc. = ; 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

La soustraction de deux fractions de même dénominateur 
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s'effectue en prenant la différence entre les numérateurs et en 
V affectant du dénominateur commun. 

. b c 

En effet , soient — = p, - = q , on aura 
a r a 2 

b=ap, c — aq, b — c~ap — aq — a ( p — q),p — q — 

Pour ajouter ou soustraire des fractions qui ont des dénomi- 
nateurs différons , on les réduit d'abord au même dênomind- 
teur, et l’on opère ensuite comme on vient de l’indiquer. 

Par exemple, pour additionner les fractions 

2ûr-5 5 5(4 — 3a) 4 

3 (a — i)’ 2 ’ 4 (a — i) ’ i5’ 

on les réduit d’abord à leur plus petit dénominateur commun 
qui est 6o (« — i) j elles deviennent 

ao( 2 a — 5) i5o(a — i) <j5(4 — 3u) i6(a — i) 

6o(a — i) ’ • 6ota — i) ’ 6o(« — î) ’ 6o(a — ij’ 

et en ajoutant les numérateurs, on trouve que la somme des 

fractions proposées se réduit à ^2?. 

6o(a — i) 

Dans la multiplication de plusieurs fractions, le produit 
est exprimé par une fraction , dont le numérateur est le pro- 
duit des numérateurs des fractions proposées, et dont le déno- 
minateur est le produit des dénominateurs des mêmes frac- 
tions. 

I ;; I , î*.v i .'3* •••ttVv'i ' V. \ 

En effet; soient j =r wi, - = n, - p t 

4K r 

on aura a — bm,c = dn , e=fp -, d’o ù ace = bmX. dnXfi. 
Les propriétés des n° 5 .i», io,et3i (i r * remarque), donneront 

ace = bmdnfp — mnpbdf = mnp X bdf , d’où mnp — 

Ce qui démontre le principe énoncé. 
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La division dé une fràction par une fraction s'effectue en 
multipliant la fraction dividende par la fraction diviseur ben- 
Cl c 

versée. En effet, soient T = m, - = n ; 

o d 


i j „ . a bm 

on aura a = bm, c = an; d ou - = 


dn 


et d’après la propriété du n° 88 , cette dernière égalité donne 

adn m ad a d 


adn bmc . , bmc 

*— r=s— i — , bmc = adn, -, — 
cdn dnc bnc 


bnc * n bc b^ c" 


Ce qui démontre la règle énoncée. 

90. Pour transformer un entier en une expression fraction- 
naire équivalente qui ait un dénominateur donné , on multi- 
plie l’entier par le dénominateur donné; le produit exprime 

le numérateur de la fraction demandée; car on a « = 

Pour trouver les entiers contenus dans une expression frac- 
tionnaire , on effectue la division du numérateur par le déno- 
minateur, et l’on continue l’opération jusqu’à ce qu’on par- 
vienne à un reste moindre que le diviseur ( page 1 1 5 , 3 ' rem.). 

Exemple. Soit l’expression fractionnaire - f — . 

a-f 1 

On divise a 3 - f -3 par a-f- 1, ce qui fournit le quotient entier 
<»* — > a -f- 1 et le reste 2. De sorte que 

d>+3 . . 1 ■* 

a-f- 1 a -|-i 

Pour convertir en une seule expression fractionnaire, un en ■ 
lier joint à une fraction, on multiplie l’entier par le dénomina- 
teur de la fraction, on ajoute au produit le numérateur de 
cette fraction, et l’on donne à la somme le dénominateur de la 
fraction. En effet, on a 

b ’ ac b ac -f- b 
a -f- - = f — = : . 

c c c c 

Ce qui démontre la propriété énoncée. On en déduit que 


2 (a'-fl-f-i)(a+i)+2 

a* — a -f- 1 -f ; — = • 


a -f- 1 


a-f- 1 


a’ -f -3 

â+T‘ 
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t)i. Le caltul des fractions ne pouvant plus offrir aucune 
difficulté, nous allons voir comment on opère sur les quantités 
qui sont composées d’entiers et de fractions. 

i°. Dans l 'addition , on cherche d’abord la somme des frac- 
tions; on en extrait les entiers qu’elle pent contenir, pour les 
ajouter ensuite aux entiers qui accompagnent les fractions. 

2°. Dans la soustraction, on retranche séparément l’entier 
de l’entier, et la fraction de la fraction. 

3 °. Dans la multiplication et dans la division, on transforme 
d’abord chacune des quantités données , en une seule fraction 
équivalente (n® 90) , et l’on opère ensuite sur ces dernières frac- 
tions d’après les règles précédentes. 

92 Les règles rjui ont été données (n° 77, 2° , et. n° 83 , 2°) , 
pour trouver le produit et le quotient de deux puissances posi- 
tives d'une même quantité , s’ appliquent aux puissances néga- 
tives. En effet , si m et n désignent des nombres entiers positifs, 
les principes des n“ 77 (2®), 83 (2 0 ) et 89, donneront 



1 a m 

a + "Xü~"z=a'"X — = — ■ = <z' n ~" 

/I* SW 11 * 


n'"Xa'’ = -X- 
a m a n 


a" a ■ 

1 1 


a m a n a™ 
I _ 1 

a • ~ = 


a 1 1 1 1 i 

— - — = a ” X — = — X — = — ■ — = — n— ■»— * 

n* n m «m + n ’ 


a -r | 

= a m x — — =a m X a n = a m 

n — « n a 


1 

—-—a-"X — 

n * n n 


a 

* . 

- — X «* = — = a" -m =n“ m+ «. 
a m a m 


Ces formules démontrent que dans la multiplication et la 
division de deux puissances entières ( positives ou négatives ) 
d'une même quantité , l’exposant du produit s’obtient en ajou- 
tant les exposant des facteurs ] et celui du quotient s’obtient en 
retranchant l'exposant du diviseur de celui du dividende. Ainsi, 

a’Xirts 1 -^ <r ’.^;=«' + ' = « S . ~ 5 ‘ a~* +5 ~ a’,etc. 
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CHAPITRE IL. 

Des Équations et des Pmblèmes du premier degré. 


\ 

§ I". Notions préliminaires. 


g3. Le* égalités qui n’ont lieu que pour certaines valeurs par- 
ticulières des lettres qu’elles renferment, sont des équations; 
les égalités qui subsistent , quelles qoe soient les valeurs des let- 
tres qu’elles contiennent, sont des identités. 

Ainsi, l’égalité 3 -f-x=s 7 est une équation , car elle n’est vraie 
que lorsqu’on y fait x= 4 ; et l’égalité 2 X — i=i 2 x — 1 est une 
identité , car elle -est vraie quelle que soit x. 

Les deux quantités séparées par le signe -=x sont les deux 
membres de l’équation ou de l’identité; la quantité placée à 
gaucbe du signe = est le premier membre, et celle qui est à 
droite forme le second membre, lies quantités séparées par les 
signes -f- et — sont les termes de l’équation ou de l’identité. 

Toute égalité dont l'un des membres n’est que le résultat des 
opérations indiquées dans l’autre membre , est une identité. 

Par exemple, le- produit de a-\-b par a — b étant a*-*-é*, 
quels que soient a et b, la relation (a-f-i) X (a — b)~ a’ — b *, 
est une identité ; elle démontre que la somme de deux quantités 
multipliée par leur différence , donne la différence des quartés 
de cès deux quantités. 

On dit qu’une équation est numérique >, lorsque les incon- 
nues n’y sont combinées qu’avec des nombres donnés. L’équa- 
tion est littérale, lorsque des quantités connues y sont repré- 
sentées par des lettresi 


Ainsi , l'équation 2 X — ^ = ^-4- a est numérique , 


et lax — 5 — 4 J' -f 47 est une équation littérale. 
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Lorsque des quantités, mises à la place des inconnues, ren- 
dent uue équation identique, ces quantités forment ce qu’on 
appelle un système de valeurs des inconnues, ou une solution 
de celte équation , et l’on dit que ccs valeurs satisfont à l’équa- 
tion. 

Ainsi , les équations x f-y—a , x — y=b, devenant iden- 
tiques, lorsqu’on remplace x et y par - (a b) et j (a — b), ces 
valeurs de x et y forment une solution des équations donné». 

Pour déterminer le deghf, d’une équation qui ne renferme 
pas d’inconnues dans les dénominateurs , on fait dans chaque 
terme la somme des exposans des inconnues; la plus grande de 
ces sommes est le degré de l’équation. 

Ainsi , 2X — y — S est une éq fiat ion du premier degré , et 
l’équation y*x 5 = 1 — x 6 est du septième degré. 

Quand les inconnues entrent dans les dénominateurs, on ra- 
mène ce cas au précédent,- en faisant disparaître ces dénomi- 
nateurs par la méthode qui sera donnée (n° g 4 , 5 °). 

• 'V » • 

§ II. Des équations du premier degré à une seule inconnue. 

94. Les transformations qu’il faut faire suhir aux équations 
primitives pour parvenir aux valeurs des inconnues, sont f^p- 
dées sur ce principe évident : 

Quand on Jait les mêmes opérations sur des quantités égales, 
les résultats sont égaux., j 

Cela posé : 

i°. Pour résoudre t équation x-f -a — b, 
on ôte a de chacune des deux quantités égales x yf a, b-, les 
restes x, b — a, devant être égaux , on voit que x — b — a. 

2°. Pour résoudre l’équation x — a ■=. b, 
on ajoute a à chacun de ses membres, ce qui donne x = b -{-a. 

II résulte de (i°) et (a“) que pour faire passer un ternie d' un 
membre d’une équation dans Vautre , il suffit d effacer ce 
terme dans le membre où il se trouve, et de récrire dans l’autre 
membre avec un signe contraire, c’est-à dire avec le signé— 
s’il avait le signe -{-et avec le signe -f s’il avait le signe — . 
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3°. Pour résoudre réquation ax=b, oii divisé ses dent mem- 
bres par a, ce qui donne zr==-. 

Par conséquent, lorsque le premier membre d’une équation 
ne contenant que l'inconnue affectée d'un certain coefficient , 
le second membre ne renferme que des quantités connues , la 
valeur de T inconnue s’obtient en divisant le second membre 
par le coefficient de V inconnue. 

4». Pour résoudre F équation - —b, on multiplie ses deux 

membres par a, ce qui donne x=s :éxa- 

Par conséquent , lorsque le premier membre dt une équation 
ne contenant que l’inconnue divisée par une quantité connue , 
le second membre est une quantité toute connue , la valeur de 
r inconnue s’obtient en multipliant le second membre par la 
quantité qui servait de diviseur à celle inconnue. 

5°. Pour résoudre l’équation ^ — c= ^ on fait 

d’abord disparaître les dénominateurs, en multipliant tous les 
termes par le produit ben de ces dénominateurs, ce qui donne 


abenx 


■ cben =. 


bendx benm 


En effectuant les divisions indiquées, on trouve 


aenx — cben ~ bndx — bem , 

* 

♦ 

ce qui revient h axX.cn — c X benc=dx X bn — m X be. 

La comparaison de cette derpière équation avec l'équation 
proposée démontre que pour faire disparaître les dénomina- 
teurs qui affectent les termes dune équation , il suffit de mul- 
tiplier chaque numérateur par le produit des dénominateurs 
des autres fractions , et chaque entier par le produit de tous les 
dénominateurs. * , 

Remabqoe. Lorsque les dénominateurs ont des facteurs eom- 


» 
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muns, on simplifie le calcul en multipliant tous les termes par 
la plus petite quantité divisible par chaque dénominateur. 

Exemple. Soit l’équation 2 £ — _f 2mx 

ab ac bcd abc ' 

La plus petite quantité divisible par chacun des dénomina- 
teurs étant abcd, on multiplie tous les termes de l’équation 
proposée par abcd , et l’on effectue ensuite les divisions indi- 
quées , ce qui donne cdp — bdqx = ar— imdr. 

On en déduit successivement , imdx — bdqx — ar— cdp 

( 2 m — bq) dx= ar— cdp, -r — — r ~ cd P __ 

(2 m — bq)d‘ 

En général : Pour résoudre une équation du premier 
degré à une seule inconnue, faites passer tous les termes qui 
contiennent l’inconnue dans le premier membre, et les termes 
tout connus dans le second membre ; réduisez chaque membre 
à sa plus simple expression, et chassez les dénominateurs- 
-vous obtiendrez une équation dont le premier membre ne ren- 
fermera que l inconnue affectée d’un certain coefficient, et 
dont le second membre sera une quantité toute connue • la 
-valeur de l'inconnue s’obtiendra en divisant le second membre 
de la nouvelle équation par le coefficient de l’inconnue. 

Cette règle générale conduira toujours à la valeur de l’in- 
connue; mais, dans certains cas, la forme particulière de l’é- 
quation proposée permet d’abréger les calculs. 

Exemple. Soit l’équation 

5 , + 58 - + ,(* - , „) = , 8 + “ _ 4 (;c _ , o) 

Elle donne successivement, 

/. l\x 2.X 

5 *~ T “~3 + 7 (*— ,0 ) + 4 (*— io) = 18— 58 , 

6x 

1 1 (* — 10) =18 — 58 , 

5x— 2x4- nx — llo = 18 — 58 , 

— 7 1 10 -1- 18 — 58 = qo, x =. 5. 
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On peut changer les signes de tous les termes d‘ une équation, 
sans troubler l'égalité. Car, soit l’équation b — x=ix — a ; 
si l’on fait passer les termes du 2 e membre dans le i* r et ceux 
du i ,r membre dans le 2*, on aura — 2X -J- a = — b -f- x , 

ou, ce qui revient au même, — b -f-x = — 2x -f -a. 


§ III. Des Équations du premier degré à plusieurs inconnues. 


g 5 . Une équation à deux inconnues admet une infinité de 
solutions ; car pour chaque valeur donnée arbitrairement à 
l’une des inconnues, l’équation détermine la valeur correspon- 
dante de l’autre inconnue. 

Par exemple, dans l’équation ^ = x + 3 , chaque valeur 
arbitraire donnée à x, augmentée de 3 , fournit la valeur cor- 
respondante de y. La valeur de y dépendant de celle de x, 
on dit quej' est Jonction de x. 

En général, toute quantité qui dépend d’une ou de plusieurs 
autres quantités est dite fonction de ces quantités. 

96. Pour résoudre deux équations du premier degré entre 
deux inconnues, on cherche d’abord à combiner ces équations 
de manière à en déduire une équation qui ne renferme que 
l’une des inconnues : ce qui revient à faire disparaître ou à 
éliminer l’autre inconnue. Cette équation à une seule inconnue 
fournit la valeur de l’inconnue qu’elle contient, et ensuite la 
substitution de la valeur de cette inconnue dans l’une quel- 
conque des équations qui renferment les deux inconnues, con- 
duit à la valeur de l’autre inconnue. 

Le procédé qui se présente le plus naturellement pour éli- 
miner une des inconnues, est de tirer de l’une des deux équa- 
tions l’expression de celte inconnue en fonction de l’autre in- 
connue, et de substituer cette ex pression dans l’autre équation. 
Nous verrons que l’élimination peut s’effectuer par d’autres 
méthodes qui sont quelquefois plus simples, suivant la forme 
des équations proposées. 
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Exemple. Soit proposé de résoudre les équations 
2* + 3r=i3, 5x + 4r=2a. 
i°. Méthode d’élimination par substitution. 

On tire de la i m équation , (i). . . y — ~ 2J . 

La substitution de cette expression de y dans la' 2 * équation, 

conduit à l’équation 5x-j-|(i3 — 2 x) = $ 2 , qui donne x= 2 ; 

et cette valeur de x, substituée dans l’expression ( 1 ) de 
donney — 3. 

2 0 . Méthode d’élimination par comparaison. 

On tire de chacune des équations proposées l’expression de y 
en fonction de x$ ce qui donne 

la comparaison de ces deux expressions de y, fournit l’é- 


quation 


i3 2X 


s — 5x 


, qui donne 2 = 2 ; 


3 - 4 

et en substituant cette valeur de x dans l’une quelconque des 
expressions ( 2 ) de y, on trouve y = 3. 

3°. Méthode d‘ élimination par soustraction. 

Pour éliminer y, on multiplie tous les termes de chacune 
des deux équations proposées, par le coefficient de y dans 
l’autre équation , ce qui donne 

8x -(- 127- = 52, i5x + 127- = 66; 
et en retranchant la i r ® équation de la 2 e , il vient 
5 x=i 4, d’où X=2. 

De même, pour éliminer x, on multiplie d’abord tous les 
termes de la 1 " équation par 5, et ceux de la 2 ® par 2 , ce qui 

conduit à iox + i5y = 65, .iox+8r = 44- 

9- 
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On retranche ces deux nouvel les équations l'une de l’autre, 
et l’on trouve , 7/ = 2 1 ; d’où y — 3 . 

97. Pour résoudre trois équations du premier degré entre 
trois inconnues, on élimine d’abord une des inconnues par 
l’une quelconque des trois méthodes précédentes , ce qui con- 
duit à deux équations ne renfermant plus que deux des in- 
connues; ces nouvelles équations fournissent les valeurs des 
deux inconnues qu’elles renferment, et la substitution de ces 
valeurs dans l’une quelconque des équations données fournit 
une équation qui détermine la troisième inconnue. 

Exemple. Soient les trois équations 

3 x + 3 J- + s = 16, 2 X-f- 2 j 4 - 2 Z = l8, 2X-+-!2J +Z= l 4 . 

•i°. Méthode d’élimination par substitution. > 

On tire de la première équation , z = 16 — 3 x — 2.y. 

La substitution de cette valeur de z dans les deux autres 
équations, conduit à 

2*4 2^+2(i6— 3 r— 2jr)=i8, ax4- oy-j-( 1 6— 3 x— o.y)—\ 4. 

Ces deux dernières équations conduisent à x= 2 ,_/=3 ; et 
ensuite la relation z= 1 6 — 3 x — sy, doune z = 4 - 
a 8 . Méthode d'élimination par comparaison. 

Pour éliminer z, on tire de chacune des équations proposées 
l’expression de z en fonction de x et y, ce qui donne 

z=i6 — 3 x — 2.J, z = 9 — x — y, z = i 4 — tzx — 2 jr. 

Égalant successivement la i* e valeur de z à la 2' et à la 3 ', 
on exprime que ces deux dernières sont égales entre elles , et il 

vient 16— 3 x— 2/— 9— x— 16— 3 x— 2 jr=» 4 — V- 

• n • • - % 

Ces deux équations en x et y, donnent xx= 2 ,y= 3 . 

La substitution de ces valeurs de x et y, dans l’expression 
16 — 3 x — a y dez, donne z = 4 - 
3 °. Méthode d’élimination par soustraction. 

Pour éliminer z entre 3 x-f 2 ^-(-z=:i 6 et 2x+2y-}-2Z=i8, 
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on cherche d'abord deux équations dans lesquelles le coeffi- 
cient de z soit le même; et à cet effet , on divise les deux mem- 
bres de la 2 e équation’ par 2 ; ce qui donne x -\-y -f- 2 = 9; 
retranchant celte dernière équation de 3 x -f oy -f- z= 16, on 
obtient l’équation a deux inconnues, 2X -f- y==. 7. 

Pour éliminer z entre 3 x+ 2 ?-- 1 -z = i 6 et 2X-f- oy-f- z—t 4 , 
on retranche la 2 e . équation de la i re , ce qui donne x = 2. 

La substitution de cette valeur de x dans 2x-f-y=^ f con- 
duit à y= 3 ; et enfin ces valeurs de x,y, substituées dans 

x-f-x+z — 9 > donnent z = 4* 

Pour résoudre quatre équations entre quatre inconnues, on 
ramène la question à la précédente, en éliminant d’abord l’une 
des inconnues. Et ainsi de suite. 

98. Quand toutes les inconnues n'entrent pas à la J'ois dans 
chacune des équations proposées, 011 examine avec soin de 
quelle manière les inconnues sont liées entre elles , afin de pou- 
voir les déduire les unes des autres. 

Exemple. Soient les quatre équations, 

2 z — / = 3 , 3 x — z = 2, j-- 4 -/= 8 , ax-f- 3 jr= i 3 . 

Pour éliminer/, on tirede la i r * équation, / = 2z — 3 . 

On substitue l’expression 2Z — 3 de/, dans l’équation y-f-l= 8 , 
et l’on trouve y-\-).z = 1 1. 

De sorte que les inconnues, x,y, z, dépendent des équations 
3 x — z = 2, j'+2z=ii, 2 x-f- 3 y=i 3 . 

La i re équation donne z= 3 x — 2. 

Substituant cette expression de z dansy + zz— 1 1, il vient 
y + 6 x = 1 5 . Or, 2x -f- 3 y = i 3 . 

Ces deux équations entre x,y, donnent, x~2,y = 3 . 

La relation z = 3 x — 2 , conduit à z=6 — a = 4 i 
et ensuite l’équation /=2z — 3 , donne / = 5 . 

99 Lorsqu en combinant des équations, pour en déduire les 
valeurs des inconnues, on parvient à une équation qui ne ren- 
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ferma aucune inconnue , cette dernière équation peut toujours 
se ramener à Vune des formes , a=o, 0 = 0, (a désignant 
une quantité connue). Dans le i"cas, des quantités, numé- 
riques ou littérales, mises à la place des inconnues, ne pou- 
vant jamais rendre à la fois toutes les équations identiques, 
nous dirons que ces équations sont incompatibles, ou impos- 
sibles, ou contradictoires. Dans le 2* cas, les équations don- 
nées peuvent admettre une infinité de solutions, et l’on dit 
alors qu’elles sont indéterminées . En voici des exemples. 

1°. Soient les équations x -f- ojr = 5 , 3 x -f- 6j'= 2. 

L’élimination de x conduisant à l’absurdité i 3 = o, les 
équations données- sont contradictoires. 

Et en effet, la multiplication des deux membres de la i re équa- 
tion par 3 conduit à l’équation 3 x + &p— i 5 , qui ne peut 
s’accorder avec la 2 e équation 3 .r -f~ 67' = 2. 

2 0 . Soient les équations 6x -f- 3 , 4 a '+ 2j" = 2. 

L’élimination de l’une quelconque des inconnues, x, j M , 
conduisant à l’identité 0=0 , ces équations sont indéterminées. 

Et en effet , la multiplication des deux membres de la 
2 

1** équation par ^ , donnant la 2' équation , celle-ci n’est 

qu’une conséquence immédiate de la i 1 * ; de sorte qu’on peut 
effectivement assigner des valeurs arbitraires à x ou aj-, l’une 
quelconque des équations proposées fournit les valeurs corres- 
pondantes de l’autre inconnue. 

3 ®. Soient les trois équations 

x + j>- + zz=i, 2, 2X-\-2jr + 2Z = 2. 

L’élimination de x entre les deux premières donne z— 1 \ 
et cette valeur de z réduisant les trois équations proposées 
à ar-f -jr—o , on peut assigner des valeurs arbitraires à F une 
quelconque des inconnues, x, y, les valeurs correspondantes 
de l’autre inconnue se déduiront de la relation x-j- j-s=o ^ 
cela fournira une infinité de valeurs de, x,jr , z, qui satis- 
feront aux équations données. On voit que z est déterminé r 
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mais que a: et y sont des indéterminées, liées entre elles par la 
relation x y = o. 

ioo. Les méthodes des n°* 96 et 97 s’appliquent aux équa- 
tions littérales. On trouvera , par l’une quelconque de ces 
méthodes, que le système 

ax + by=c, a x-f-&' y=d , donne 

cb'—bc' ac'—cd 

x - ab'— bd' ° r ~ ab’—bd ’ 
et que le système ax -}- b y -\-cz=d, 

ax + b' y -f d z = d! , cl x -4- b" y -|- c" 1 = d" , donne 

db'c" — de b" 4- cd'b" — btfc" + bc'd" — eb’t f 
ab'c" — ad b" -f- ca b" — ba'c“ 4- bc a" — cb'a“ ’ 

ad c' — ac‘ d ' -f- ca d" — da'c" -f- de' a" — cd' a" 

^ ab'c" — ad b" -f- ca'b" — bac" -f- bd a" — ch' a" ’ 

__ ab' d'—adtb" + ddb" — bd d' + bd' a" — db'a' 
ab'c" — ad b" -f- ca'b" — bac" -|- bc'd' — cb'a" ’ 

Pour appliquer ces formules générales à la résolution d’un 
système particulier d’équations données , on ramène d’abord 
ces équations aux formes 

» 

ax -f- b y — c, ax -f- b y -f- cz = d, etc.* 

dans lesquelles on suppose, pour plus de simplicité, qu’on a 

fait disparaître les dénominateurs. De cette manière, les lettres 

a, b, c, d, etc., représentent des quantités entières, positives 

ou négatives ; on substitue dans les expressions générales des 

inconnues les valeurs particulières de, a, b, c, d, etc., qui 

conviennent aux équations données , et l’on obtient ainsi les 

valeurs des inconnues qui satisfont au système proposé. 

Exemple. Soient les trois équations 

3 1 , 

-x + y= 8 —-z, x+y= 9 —z, x — 7 +y + -s=o, 

en les ramenant aux formes 

a *-\ -by+cz—d, d x+by+c' z=d ‘ , a" x-\-b" y+c" z~d" , 
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elles deviennent 

3x-\-2y +zr= 16, x+y+z=g, 2X + 2J- *-f = «4; 
donc <2 = 3 , b = 2, c= i, d= 16, a=b'=c' = i, 
d'= 9, a =0" z= 2, c" = i, d" ~ 14. 

Si l’on substitue ces valeurs de a, 0 , c, etc., dans les ex- 
pressions générales de x,y, z, on trouvei’a x=2 ^= 3 , z= 4- 

Remarque. Lorsque des valeurs de a , b , c , etc. réduisent 
à zéro , le dénominateur commun des expressions générales 
des inconnues , la manière la plus simple d’interpréter cette 
circonstance particulière est de résoudre dii-ectement les équa- 
tions données ; on est alors conduit à une équation qui ne 
renferme aucune inconnue, et les équations proposées peuvent 
être contradictoires ou indéterminées. On a vu des exemple 
de cette espèce dans le n° 99. 

101. Ce qui précède donne le moyen de résoudre m équar- 
tions du premier degré entre m inconnues ; le système de ces 

équations n’admet ordinairement qu’une seule solution. 

Lorsqu’on n’a que m équations entre m-f-n inconnues , il 
existe une injinité de maniérés de satisfaire à ces équations j 
car en assignant des valeurs arbitraires a n inconnues , il reste 
m équations qui déterminent les m autres inconnues. On peut 
aussi déduire de ces m équations , les valeurs de m inconnues, 
en fonction des n autres inconnues. 

Exemple. Soit le système 

(1)... ax ■\’by + cz+dl=e, a x -\-b'y-\-c'z-\- d! t = e' . 

Pour exprimer z ety en fonction de z et t, on pose 
e — cz — dt = C , e' — c z — d't = C'; 

les équations (1) deviennent ax-\-by= C, a'x -f- b' y = C' ; 

Cb'—bC aC—Ca' 

d’où x — ab ,_ ha ,, y— ab -_ b(ï - 

Remplaçant C et C’ par leurs valeui’s , e — cz — dt, e' — c z — tf t, 


I 
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on obtiendra les expressions de x et y en fonction de z et t. 
Ces expressions satisferont aux équations (i) quels que soient z 
et t ; car en les substituant dans ces équations , on parviendra 
à des identités. 

Enfin, lorsqu’on a m-\-n équations entre m inconnues, on 
tire les valeurs des m inconnues, de m quelconques des équa- 
tions données j pour qyte le système donné soit possible , il 
faut et il suffit que ces valeurs des m inconnues satisfassent 
aux n autres équations. 

i" Exbmple. zx + 3y=23, 2 x — y— 3, x+y = g. 

Ce système est possible j car les deux premières équations 
donnent ar = 4, ^=5, et ces valeurs satisfont à la condi- 
tion x -f -y = g. 

2 e Exemple. 2x-f-3y=23, ix — y — 3, x -\-y=.’]. 

Ce système n admet aucune solution; caries valeurs x = !\, 
y— 5, tirées des deux premières équations, ne satisfont pas à 
la troisième équation. 

3 e Exemple. Soit le système 

ax+by = c, a'x+b'y—c, a"x+b"yz=c", d*x+b"y=c*. 
On déduit des deux premières équations, 

_ cb ' — bc' ac' — ca' 

X ~dd^bd' J ~ab'—bd' 

et la substitution de ces valeurs de x etj - , dans les deux autres 
équations données, conduit à 

{cb ' — bc) aff (ac'—ca')b"= {ab'—ba')c", . 

{cb ' — bc) a *-}- {ac — ca’) b " — ( ab ' — bd) c" . 

La possibilité des équations données, dépend de l’existence 
de ces deux équations de condition. 
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§ IV. Problèmes du premier degré. 


102 . On obtient les équations qui servent à déterminer les 
valeurs des inconnues d'un problème , en indiquant , à Vaide 
des signes algébriques, les opérations qu’il faudrait effectuer 
sur les quantités inconnues ( dans le cas ou ces dernières se- 
raient connues) , si Von voulait s’assurer quelles satisfont aux 
diverses conditions du problème. 

Problèmes déterminés. 

l' r Problème. Un joueur interrogé sur ce qu’il a dans sa 
bourse, répond que F excès du quintuple du nombre de ses 
louis sur 3 o , est égal à l’excès du double du nombre de ces 
memes louis sur 6. Combien le joueur avait-il de louis ? 

Soit x le nombre de louis demandé; l’excès de son quintuple 
sur 3 o est 5 .r — 3 o, et l’exccs de son double sur 6 est 2X — 6. 
11 faut donc que 5x — 3 o = ax — 6; d’où ar = 8. 

Le joueur avait donc 8 louis. Et en effet, l’excès du quin- 
tuple de 8 sur 3 o est io, et l’exccs du double de 8 sur 6 est 
egalement i o , comme l’exige l’énoncé. 

L’Arithmétique a conduit plus longuement au même résultat 
(n° 66). 

2* Problème. Un père , interrogé sur F âge de son fis, ré- 
pond : mon âge est le triple, de celui de mon fis, et il y a dix 
ans il en était le quintuple. Oh demande l’âge du fis. 

Si l’âge actuel du fds est x ans, celui du père est 3x ans; il 
y a io ans, le père avait 3x — io ans, et le fils x — io ans; mais 
à cette époque, l’âge du père était égal au quintuple de l’âge 
du fils. On a donc, Sx — io= 5 ( x — io); d’où x = 20. 

Par conséquent, le fils a 20 ans, et le père 60 ans; il y a dix 
ans, le fils avait 10 ans et le père 5 o ans ; l’âge du père était 
donc effectivement le quintuple de celui du fils. 

3 * Problème. On a des pièces de 2 francs et de 5 francs; 
il s’agit de payer 26 francs avec dix de ces pièces. 
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Si l’on donne x pièces de 2 francs et J pièces de 5 francs , 
la valeur de ces x-j -y pièces sera x fois 2 f plus y fois 5 r , ou 
ix 5 y francs. Or, le nombre total de ces pièces doit être 10» 
et elles doivent valoir 26 francs. On a donc, 

10, 2X + 5 y = 26; d’où x = 8 etj= 2. 

Par conséquent, pour payer les 26 francs, il suffit de donner 
8 pièces de 2 francs et 2 pièces de 5 francs. 

4 ' Problème. Former la longueur du mètre , en plaçant des 
pièces d'or de 20 francs et de 40 francs les unes à la suite des 
autres. Le nombre total de ces pièces est /\5 ; leurs diamètres 
respectifs sont 21 et 26 millimètres. Si l’on désigne par x le 
nombre des pièces de 20 francs, celui des pièces de 4® francs 
sera 4^ — x, et la somme des diamètres de ces 4^ pièces 
sera 2ix + (45 — x ) 26 millimètres. 

Cette somme devant être égale à un mètre ou à 1 000 milli- 
mètres, on a 2ix-{-(45 — 1)26=1000; d’où ar= 34 - 

On formera donc la longueur du mètre en plaçant les unes à 
la suite des autres, 34 pièces de 20 francs, et 45 — 34 ou 1 1 pièces 
de 4 o francs. Et en effet, la somme des diamètres de ces 45 pièces 
est 34 fois 21 millimètres plus 11 fois 26 millimètres , ou 1000 
millimètres, ou un mètre. 

5' Problème. Un professeur voulant distribuer des oranges 
à ses élèves, leur dit : Si j’en donne 6 à chacun de vous, il m’en 
restera 7 ; et si je n’en donne que 4 à chacun de vous, il m’en 
restera 17. On demande, le nombre x des élèves, et celui des 
oranges {Arithmétique, page 84, 3 o* problème.). 

Si le professeur donne 6 oranges à chaque élève , il aura 
distribué x fois 6 oranges, ou 6x oranges; or il doit lui rester 
7 oranges; le nombre total des oranges est donc 6x -f- 7. 

Mais , si le professeur ne donne que 4 oranges à chaque élève, 
il aura distribué t[x oranges; et comme il lui restera 17 oranges, 
le nombre total des oranges est 4- :r 1 7- 

Egalant ces deux expressions du nombre total des oranges , 
on a, 6x-j- 7 = 4 x 17 ; d’où x = 5 et 6x -f- 7 = 37. 
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Par conséquent, il y avait 5 élèves , et le nombre des oranges 
était 37. En voici la preuve; si le professeur donne 6 oranges 
à chacun des 5 éleves, il distribuera 5 fois 6 ou 3 o oranges, et 
il lui restera 37 — 3 o ou 7 oranges; s’il n’en donne que 4 ® 
chaque éleve, c’est-à-dire 5 fois 4 ou 20, il lui restera 37 — 20 
ou 17 oranges. 


6' Problème. Un père laisse par testament , la moitié de son 
bien à son fils, le tiers à sa fille , et les 10000 francs qui restent 
à sa veuve j il faut trouver le bien du défunt et la part de chaque 
enfant. Si l’on représente par x francs le bien du défunt , les 


parts respectives du fds et de la fille seront — x et — x francs ; 

2 3 

ajoutant la part ioooo f de la veuve , la somme devra composer 
l’héritage x francs. Donc, 


- te 10000 =zx. On en déduit, x = 6oooo. 

Ainsi, l’héritage est 60000 francs. Le fils en prend la moitié 
ou 3 oooo francs , la fille le tiers ou 20000 francs; et il reste 
effectivement 10000 francs à la veuve. 

7 e Problème. Trois joueurs conviennent que le perdant dou- 
blera l’argent des deux autres. Chaque joueur ayant perdu une 
partie, dans l’ordre indiqué par le rang des joueurs, il reste 
au i' r joueur, 28 'au 2', et 14 'au 3 ' joueur. Combien chaque 
joueur avait-il d' argent en se mettant au jeu ? 

Désignons par x ,y et z, francs, les sommes avec lesquelles 
les joueurs entrent au jeu. 

Le 1" joueur avant perdu la i re partie, donne jr francs au 
2* joueur et z francs au 3 e ; il ne lui reste donc que x — y — z 
francs. Ainsi, à la fin de la i r * partie, le premier joueur a 
•* — y — z francs ; le 2* a o.y francs, et le 3 * a 2Z francs. 

On trouvera de même , qu’à la fin de la 2' partie , le 1 " joueur 
a 2(x — y — z) francs, le 2* a 3 y — x — «francs, le 3 e a l\z francs, 
et qu’après la 3 ' partie, le i* r joueur a 4 ( x — T — z ) francs , 
le 2* a 2 ( 3 y — x — z) francs , et le 3* a 7Z — x — y francs. 
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Tes équations du problème sont donc 

* 

4(x— y — z) = a 4 , 2(3y — x — z) = 

28, qz—x—y = 14; 

elles se réduisent à 


( 0 -x— (y+z)=6, 3y—(x + z)=i 

4, qz — (x+y)= 14. 

On en déduit, x = 36, y~ 20 , 

Z = 10. 


On peut simplifier les calculs en observant que l’argent total 
des joueurs devant rester constamment le môme, on a 

— 14 = 66 ; d’où 

* 

y z — 66 — x , x-f - -z = 66 — y, x -j-y = 66 — z. 

Ces trois relations réduisent les équations (i) à 
x — ( 66 — x)=6, 3y — (66 — > ?-) = i4, 7 Z — (66 — z)=: i 4 ; 
et l’on tire de ccs trois dernières , arr=36, j-= 2 o, zz=io. 

Remarque. L’Arithmétique a conduit plus simplement aux 
mêmes résultats. ( Voyez le 29 ' problème , page 84 .) 

8 e Problème. Un p'ere dit à son fils : Il y a go r dans ces 
quatre bourses ; si je mettais 5 r dans la 1 ", si j' ôtais de la 2 e , 

si je triplais l’argent de la 3 ‘ ,el si j' ôtais la moitié de l’argent 
de la 4% chaque bourse contiendrait alors la même somme. 
Combien y avait-il d’argent dans chaque bourse ? 

i r * Solution. Soient x , y, z, et t francs, les sommes conte- 
nues dans les quatre l>ourses. Si l’on effectue les opérations 
indiquées , les Itourses renfermeront alors , 

il 

x-(-5, y — 4, 3z, et t — - ou - i , francs. 

Ces quatre sommes devront être égales entre elles; et comme 
les quatre bourses devaient d’abord contenir go f , on a 

x+5=y — 4, a:-f-5=3z, x+5— i t, x+y + z + t=go. 

.. . imi 

Pour résoudre ces équations, on tire des trois premières, 


1 


1 
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(i). .. y — x +9, z = i(a: 4 - 5 ), t = a(x + 5 ). 


Substituant ces valeurs de , y, z , t , en fonction de x , dans 
la 4' équation x + * -+■ t=go , on obtient une équation 
en x seul qui donne x = 16. Mettant cette valeur de a: dans 
les relations (i), on trouve j- = 25 , x = 7, t=4 2 - 

De sorte que les quatre bourses contenaient i6 f , 25 f , f et 
Ces nombres satisfont à toutes les conditions du problème. 

2 e Solution. Supposons qu’après avoir effectué les opérations 
indiquées dans l’énoncé du problème , chaque bourse contienne 
3 x francs; alors, 3 x francs exprimera l’argent de la 1 ” bourse 
augmenté de 5 francs; la i” bourse contenait donc 3 x — 5 
francs. On verra de même qu’il y avait , 3 x-f- 4 francs dans la 
2* bourse, x francs dans la 3 *, et 6x francs dans la 4 '- Or, ces 
quatre bourses devaient renfermer 90 francs. Donc , 

( 3 x — 5 ) -f- ( 3 x -f 4 ) + * + 6x = 90; d’où x=j. 


On en déduit que les bourses contenaient respectivement 
i6 f , 25 f , 7* et 42 francs. 

9* Problème. On sait que a ouvriers qui travaillent C heures 
par jour, ont fait en y jours, I mètres d'ouvrage. Il s’agit de 
trouver combien a! ouvriers, travaillant C heures par jour, fe- 
ront de mètres du même ouvrage en y jours. 

Si l’on désigne par S' 1 le nombre de mètres cherché, on trou- 
vera , par les raisonnemens dont on a fait usage {page 72), que 


O)-..* 


jvey 

«£y • 


Cette formule résout le problème proposé. 


Exemple. Soient, * — 2, £ = 3 , y = 5 , = go, 

* = 3 , C = 7 , y’ = 2 ; on trouve & = 126. 

Ce qui s’accorde avec le résultat obtenu ( page 72). 

Remarque. La relation (1) fournit le moyen de calculer Fune 
quelconque des huit quantités, *, £, y, i', d, C, y’, quand 
les sept autres sont données. Par exemple, soient 


». 
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« = 2 , G — 3 , y = 5 , ^=90, a' = 3 , C' = 7 , ^'=1 26. 


La formule (1) donne y 


2 Y 3 X 5 X 1 26 


3X7X9° 

L’Arithmétique a conduit aux mêmes résultats ( page 73). 

1 o c Problème. On demande combien le capital a. francs vau- 
dra dans n années, en n ayant égard qu’aux intérêts simples. 
L’ intérêt annuel de 100 francs est y francs. 

L’inlcrdl (le loof par an étant y francs , 

l’inlcrdl simple de toof en n années est yn francs; 

loof comptant valent donc, après n années , l no -hyn francs, 

r j i a too+vn , 

if comptant vaut donc, apres n années, — ■ lianes. 

Les a francs vaudront donc, après n années, ( ° ' l ’['* francs. 

r too 

Désignant par G francs la valeur cherchée du capital « francs, 

, . P {\oo-\-yri\ „ , 

apres n années, on aura 6 = I ^ dou 


ioo G 


too -f- ny 


too (G — a) i oo(£ — a) 

n = , y = . 

ay an 


Ces formules serviront à calculer l’une quelconque des quatre 
quantités, G , et , n, y, quand les trois autres seront données. 

On en déduira les solutions des problèmes qui ont été traités 
dans l’Arithmétique ( pages 72 et 73 ). 

1 1* Problème. Les mises de trois associés sont. G, y et ê, 
francs. La première mise est restée b mois dans la société, la 
seconde c mois, et la troisième d mois. Le gain total est a 
francs. Ttvuver te gain relatif à chaque mise. 

La mise G francs, qui est restée b mois dans la société, rap- 
porte autant que b fois G francs pendant un mois. 

Par une raison semblable, y francs placés pendant c mois, 
et francs placés pendant d mois , rapportent autant que c fois 
y francs et d fois $ francs pendant un mois. 

Par conséquent, pour trouver les gains cherchés, il suffit de 
résoudre cette autre question s 
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Les mises de trois associés sont, bC , cy et dt', francs ; ces 
mises sont restées pendant le même temps dans la société ; le 
gain total est <t francs. Trouver les gains des associés. 

La mise totale bG + cy -|- dt francs ayant rapporté * francs 
de bénéfice , 

tamise i f rapporte ~n — ; — * — : — yv francs de bénéfice. 
rr bZ -f- cy -f- a# 


On obtiendra donc les gains, x, y , z, francs demandés , en 
multipliant successivement le gain relatif à un franc, par bC , 
par cy et par di'-, ce qui donnera 


X K 


a X cy 


X dî 


M + cy + d*’ J bl+cy + dl'- “ bt+cy+df 

Exemple. Soient {Arilhmét., i 7' problème, page 76) , 
£s=ioo, y=a 5 o, ê~ 5 o , b= 3 , c=a, d= 14, «= 45 oo. 

On trouve x = t)oo, jr ~ i 5 oo, ït=jioo. 

L’Arithmétique a conduit aux mêmes résultats (page 76). 
Quand toutes les mises restent le même temps dans la so- 
ciété, on a b = c=d, et les formules se réduisent à 


C +y 


y — 


_ «y 

£+ y + à' 


X$ 


G +y+y 


la* Problème. Un orfevre a deux lingots ; le 1" est composé 
de a grammes d’or et de b grammes de cuivre ; le a' est formé 
de d grammes d'or et de b' grammes de cuivre. Combien doit-il 
prendre de gram mes de chaque lingot pour composer un 3 ' lin- 
got qui contienne a!' grammes d’or et b" grammes de cuivre ? 

Le premier lingot pèse a-\-b grammes; il contient a grammes 
d’or et 6 grammes de cuivre ; donc 


a* r 


br 


i* r du t" lingot renferme —7 d’or, et — ; — r de cuivre. 

0 afrb a-\-b 

On verra de même que 

a'f' b't’ 

1 r du 2 e lingot renferme - ■ ,, d’or, et - , ■ ■ . de< 

0 a + b a -f- b' 


: cuivre. 
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Par conséquent, si l’on prend x grammes du 1” lingot et 

y grammes du a", le 3* lingot qui en résultera contiendra 

* . » 

ax air „ bx b'r 

ï+ ï + 7+ b’ gram - d or » et ï+b + 7+P gram - de cui?re - 

Ces deux équations donnent 

(a b' — a b") ( a -f- b) (ab“ — a b) ( a ' -f. b') 


ab‘ — d b 


» y 


ab' — ai b 


îo 3. Dans les questions que nous venons de résoudre , les va- 
leurs des inconnues ^tirées des équations du problème, ont tou- 
jours satisfait à ce problème. Mais, les valeurs des inconnues qui 
satisfont aux équations d’un problème, ne conviennent pas 
toujours à la question proposée : cela tient à ce qu’il existe des 
problèmes dans lesquels les inconnues doivent satisfaire à cer- 
taines conditions particulières qui ne sont pas susceptibles d’êtro 
exprimées dans des équations; . alors, les valeurs des inconnues, 
n’étant assujetties qu’aux conditions exprimées par les équa- 
tions , peuvent ne pas satisfaire aux autres conditions du pro- 
blème. En voici des exemples : 

I er Problème. Quel nombre doit-on ajouter à 7, pour obte- 
nir 5? Si x désigne l’inconnue , on aura * 

7 -f- x = 5; d’où x—— 2. 

Sous le rapport de l’Algèbre, cette valeur négative de x sa- 
tisfait à la question : car en ajoutant — 2 à 7 , la somme algé- 
brique est 5. Mais, quand il s’agit d’une addition arithmétique, 
le problème est absurde. 

La valeur négative de x indique comment il faut modifier * 
Lénoncé, pour rendre la question arithmétiquement possible ; 
car en changeant le signe de x , dans 7 — (— jr = 5 , l’équation 
7 — x=5 qui en résulte, donne x=?.,et l’équation 7 — x=5 
correspond à cet énoncé quel nombre x doit-on soustraire de 
7, pour obtenir 5? 

ro 
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La solution arithmétique tic ce tlernier problème est x =a. 

Les valeurs négatives des inconnues indiquent toujours que 
la question nest pas aiuthmétjqüemknt possible ; c'est-à-dire, 
quelle ne peut être résolue dans le sens exact de son énoncé . 

2* Problème. Composer un alliage d’or et d’argent qui pèse 
» grammes, de manière que le prix d'un gramme d'alliage 
soit G francs. Les prix respectifs d'un gramme et or et d'un 
gramme d argent sont y et ê francs. Combien faut- il prendre 
de grammes de chaque métal pour former l’alliage demandé? 

En désignant p,ir x et y les nombres de grammes demandés, 
on aura x -f -jr=a, yj: + <^ = «î; d’où 


, (C — t)» 


y. — a 


Pour discuter ces formules, nous observerons d’abord que, le 
prix de l'or étant supérieur à celui de l’argent, le dénomina- 
teur commun y — i est nécessairement positif. Cela posé: 

Lorsque les valeurs (i) de x et y sont positives, la question 
proposée admet une solution ; car le prix C francs d’un gramme 
du mélange cherché étant alors compris entre les prix, y, ê, 
francs , d’un gramme d’or et d’un gramme d’argent, on conçoit 
qu’il est toujours possible de former l’alliage demandé. 

Quand l’expression de t une des inconnues devient négative, 
la question proposée n’admet aucune solution ; car le prix d’un 
gramme de l’alliage demandé devient moindre que le prix d’un 
gramme d’argent, ou plus grand que le prix d’un gramme d’or; 
ce qui est absurde. 

Problèmes indéterminés. 

104. |* T Probi.ème. On propose de mêler des vins à et 
à iff le litre, de manière que le mélange revienne à 2tr r le 
litre. 

Si l’on prend x litres de vin à x^ s le litre et y litres à le 

litre , les x -j- y litres du mélange devant revenir à 20 J " le 
litre, il faut que 


Digitized by Google 


CHAPITRE II. 

*4* -f a4r = 20 (x rb y) ; d’où X = \y. 
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*47 


On formera donc le mélange demandé en mêlant un nombre 
quelconque.}' de Ktres de Tin à a^ le litre , avec | y litres à 

1 4' r le litre. 

L’Arithmétique a conduit plus longuement au même résul- 
tat (n° 65). 

a' Problème. Payer francs avec des pièces de a francs et 
de 5 francs. Si l’on donne x pièces 4e a frîmes et y pièces de 
5 francs, on aura payé ax + 5^ francs; il faut donc que 

(')• • ax + 5 y — 26. 

Cette équation admet une infinité de solutions (n°g5); mais 
comme d après la nature de la question, x et y doivent être des 
nombres entiers positifs, nous allons chercher les valeurs en- 
tières positives de x et y qui satisfont à l’équation (1); e il e 
donne 

__ 26— 5y , 

i — *3— a J ~-y. 

Pour que x soit entier, il faut et il suffit que -y soit un 
nombre entier quelconque e. Ce qui donne 
y = 2e,x^ i3 - 2 y— e ~i3 — 4e~ e = i3—5e. ‘ 

Les valeurs, ae, i3 — 5e, dey' et x, devant être entières po- 
sitives et plus grandes que zéro, on ne saurait assigner à l’in- 
déterminée e que la valeur e= u, qui donnex = 8, y= 2 
et la valeur e = 2, qui donne x = 3, y — 4. 

3' Problème. On propose de payer francs en donnant des 
pièces de 0 . francs et en recevant des pièces de 5 francs. 

Si l’on donne x pièces de 2 francs, et si l’on reçoit y pièces 
de 5 francs, on aura payé2x — 5y francs; donc, ix — Sy—o/à. 

Des calculs analogues aux précédens donneront 

J= 2e, x = i3 + 5e. 


IO. . 
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On obtiendra donc toutes les solutions de la question , en 
donnant à l'indéterminée e les valeur^ i , * , 3,4, etc. 

Et en'effilt'l'si l’on donne 18 pièces de 2 francs ou 36 francs, 
et si l’on reçoit deux pièces de 5 francs ou .o francs, on aura 

p t pv ~ v /™- «« *• i*» * 5 /m 2 “ 

de \o francs. Ce problème n’admet aucune solution; car 
conduit à 

5x+2 o r = 7«, à’oh * = — 4r + i4 + §> 

et des valeurs entières de x et de .T ne sauraient satisfaire à cette 

dernière équation. 

5« Problème. Former la longueur du mètre en plaçant des 
nièces d’or de 20 francs et de francs les unes à la suite des 
'autres. Les longueurs respectives des diamètres de ee.£«~ 
sont at millimètres et *6 S, 1 on prend x pièces de 

2 o francs etj pièces de 4« francs, la somme a. x + 26 T m.ll.- 
m ctres des longueurs des diamètres de ces pièces devra etre 
"Il à ,000 millimètres ; il suffit donc de chercher pâleur, 
entières de x et* qui satisfont à Péquation a.x+ 4? - .ooo, 
elle donne 

1000—2%; , 4. J 3 ~ ^. 

x = — J ^ 21 


21 - 21 

La valeur de x devant être entière, on pose 

i 3 — 21e 

i3— j'ofi x=47 — . 


21 


On fait 


:e; d’où 
3 — e 


=2— 4 e * 


3 — e 

5 ^ •’ 5 ■ 

e ; d’où y = 2 — A e + e '> e = 3 ~~ 5e ' 


Sabs.Uu.ut l'expre»!» 3 - V de d.u. le. ..leur. 
2 - 4 e + e , 47 -J + e > ^ 6t *’ ° n U '° UVe 
y -= 2ie' 10, x=6o — 26e'. 
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Ces expressions de x et y devant être entières et positives , 
on ne peut assigner à e que deux valeurs , savoir : 

e = I , qui donne y — 1 1 > x - = 34 > 

e =a, qui donne y = 32, x= 8. 

La première solution s’accorde avec celle qui a été trouvée 
{page i3g). 

6 e Problème. Un nombre est composé de trois chiffres. Le 
quadruple du chiffre des unités, diminué du double du chiffre 
des dixaines, et augmenté du quintuple du chiffre des cen- 
taines, donne i3. Le quintuple du chiffre des centaines, plus 
7 fois le chiffre des dixaines, moins le triple du chiffre des 
unités, donne io. Trouver ce- nombre-. Si le nombre cheiché 
est composé de x unités, de y dixaines et de s centaines, ces 
trois chiffres devront satisfaire aux deux équations 

(i) ^x — o.y -f-5z = i3, + 3x= io; 

et d’après la nature de la question , on ne devra admettre pour 
x, y, z, que des nombres entiers positifs moindres que io. 

L’élimination de z donne ’jx — g^=3. 

On trouve, par des calculs analogues aux précédens, que e 
désignant un nombre entier quelconque, les solutions entières 
de l’équation 'jx — g^"= 3 , sont données par les formules 

( 2 ) . .. ar = ge-+-3, y=z^e-\- 2. 

La substitution de ces valeurs de x et y dans l’une quel- 
conque des équations (i) , conduit a 5z -f- aae = 5 ; d ou 

5 — ( — r e — Soit = = e; on en déduit 

5 ^55 

e = 5e', z— i — 4 e — ze' = i — 22 e'. 

Substituant la valeur 5e', dee, dans ( 2 ), on trouve 
s x = 3(i -f- i5e'), ^=2 + 356. 

Les expressions 3(t + J 5e'), 2-(-35e, 1 — 22 e , de z, 


* 
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satisfaisant aux équations (i),quel que soit e, les solutions en- 
tières des équations ( i ) se déduiront des formules 

( 3 ) ... :r= 3 (i+ i 5 e'), y=:a + 35 é, z=i — 22e'. 

en donnant à e' les valeurs o, 1 , 2, 3 , etc., — 1 , — 2, etc. 

Les formules ( 3 ) démontrent qu 'il n'existe qu’une seule so- 
lution entière positive ; car e' = o donne x — 3 , 2 , 2 se i , 

et paur toute autre valeur entière (positive ou négative) de e', 
l’une des inconnues x,y,z, devient négative. Le nombre ia 3 
est donc le seul qui satisfasse à la question proposée. 

7* Problème. Trouver un nombre de quatre chiffres tel, que 
le 1" chiffre (à partir de la gauche) ajouté au dernier donne 8, 
que le 2' ajouté au 3 * donne 7, que le I er plus le 3 ' , fournisse 
une somme égale aux ’ de la somme des deux autres, et que la 
somme des quatre chiffres soit i 5 . Si l’on désigne par x,J, Z 

et t, les chiffres du nombre demandé, on aura 

* * * 

x + t — Q, jr-\-zz=s^, x+ z=^{y+ 1 ) , x+y+z + t=i 5 . 

Ce problème paraît déterminé, car on a autant d’équations 
que d’inconnues. Mais, si l’on tiredes trois premières équations 
les expressions dey, z et t , en fonction de x , on trouvera 

(1) ...y =e 1 -f-a:, z =6 — x,t =8 — Xi 

et la substitution de ces expressions de y , z , t , dans 
x+S + z -f- l — i 5 , conduisant à une identité, cette qua- 
trième équation u’est qu’une conséquence des trois autres. 

Toutes les solutions entières des équations données se dé- 
duiraient donc des relations (1) en assignant à l’indéterminée x 
les valeurs o, 1, 2, 3 , etc., — 1 , — 2, — 3 , etc. 

Le nombre cherché devant être composé de quatre chiffres 
x ,y, z, t, le chiffre x des mille ne peut être zéro; et d’ailleurs 
x,y, z, /, doivent être des nombres entiers positifs moindres 
que 10. Toutes les solutions du problème se déduiront donc 
des formules (1) en donnant successivement à x les valeurs 
1,1, 3 , 4 > 5 , 6 ; cela fournira les six nombres 1267, 2346 
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3435 , 45*4 , 56 i 3 , 6702, qui jouissent des propriétés de- 
mandées. 

8 e Problème. Un fermier achète 100 bêles pour 100 pistoles 
(une pis tôle vaut 10 francs), à raison de 10 pistoles par bœuf, 
de 5 pistoles par vache, de 2 pistoles par veau, et d'uni denii- 
pistole par mouton. Il s'agit de trouver combien il y a d am- 
maux de chaque espèce. - 

Soient x, y, 2 et t, les nombres cherchés; ils devront satis- 
faire aux conditions ' 


(,) .. x +j + z + t=lOO, 10X + 5 y + 2 Z + itriioo. 

Pour obtenir les solutions entières positives de ce ‘système, 
on élimine t, ce qui donne (2)... 192: + 97+ 3 i= 100 ; d’on 

.. . ; ' v v;v. l. 01 'ii' mk’V 

z — ,00 ~ -i ^ - — S = 33 — 6.® — 3jr -f.~g 7 r.eV. 1.4 hj 


Les nombres x, y, z, devant cité entiers, if faut que 
j (j _ Æ ) soit un nombre entier quelconque e; donc 

1 _x= 3 è; d’où 2 = 33 — 6.x— 3 f+«i trac n— 3 e. -r> 


Substituant l’expression 1 — 3 e de x , dans celle’ de 2 , 011 
trouve, 2 = 27-4- 19e — 3 y. 

Les expressions , x— 1 — 3e, 2 = 2.7+ 19e 3 f, 
de 2, satisfont à l’équation (2), quels que soient y et e; et comme 
en les substituant dans l’un.e quelconque des équations (i). on 
parvient à t= 72 + 2J— 16e, on voit que lès valeurs 

*=1 — 3 e, 2=27+ 19e — 3;r, *= 3 * + V 7 ~ JOfi . 

satisfont aux équations (1) quels que soient^/. et eu 

La valeur 1 — 3 e, de x , devant être entière et positive, jl .faut 
que e soit zéro, ou que e soit un nombre entier négatif — e. 
Or, e=o donne 2=1, •* = 3(9 — y), t=2(,y-{-3(5), 

et 2 devant être un. nombre entier positif pins grand que léro, 
on ne peut donner à y que les valeurs 1.2, 3 , 4 » 5 , 6, 7, 8; 
éc qui fournit huit solutions du problème. 

Pour obtenir les autres solutions, on fait e— — é, trou 
x=i + 3 e', 2=27— 19e'— 3 y, 4=72 + 27+^60'.^ 
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Mais , z doit être plus grand que zéro; il faut donc que 19e' 
soit moindre que 07. On ne peut donc faire que e' — r; d’où 

x = 4 j 2 = 8 — 3 y, tz= 88 + T.y. 

• • 

Or, 2 doit être positif, etj")>o; on ne peut donc donner 
ay que les valeurs 1 et a; ce qui fournira les deux autres so- 
lutions dont la question proposée est susceptible. 

9' Problème. Payer 57000 francs avec des billets de 7000 
francs, de 9000 francs et de 1 1000 francs. 

Si x,yelz désignent le nombre des billets de chaque espèce, 
on aura 7000 x + gooojr + 1 1000 2 = 57000; d’où 

(1).. . 7x4-9^+ 112 = 57. 

Pour trouver les solutions entières positives de liquation (1), 
on la résout par rapport à x, ce qui donne 

57 — or— 1 12 _ , 1 — ar — 4 * 

T=— — = 8 — y — 2 + d. ±_ ; 

7 7 

on fait t— «2 y — 4 2== 7 e » d’où x=8 — y — 2 + e, 


y 


- 4 * — 7 e _ 

a 


22 — 3e -f 



Posant I — e=2e', on a y— — 2Z — 3 e+e', e=i — le. 
La substitution de cette valeur de e, dans celles de y et x, 
conduit à (a). . . y — 7e' — (22 + 3 ), x = z + 12—90'. 

Ces valeurs de y et x satisfont à l’équation (1), quels que 
soient ê et z. Mais, comme x,y et z dbiyent être des nombres 
entiers positifs , on ne peut donner à e' que des valeurs entières 
positives , et il faut de plus que 

7e'>22-f-3, ge'<z +12; d’où 2z<7e' — 3 , 2z>a(ge' — 12), 

2 1 

il faut donc que 2(90' — 12) <( 7e ' — 3 ; d’où e'<( — . 

On ne doit donc faire que e = |. Pour cette valeur de e 1 , 
les formules (2) donnant y— 2(2 — z) , x= 2 + 3 , on ne peut 
admettre que z = i, ce qui conduit à y— 2, x=4- 
Le problème n’admet donc que la solution x= 4 , y=i, 2=1. 
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Des Quarrés et de la Racine quarrée. Des Équations 
et des Problèmes du second degré. Des Cubes et 
de la Racine cubique. 


J I“. Des Quarrés 'et de la Racine quarrée. 

10 5 . Le produit d’une quantité par elle-même est ce qu’on 
nomme la deuxième puissance , ou le quarré de celle quan- 
tité j et la quantité qui , multipliée par elle-même , fournit 
une quantité donnée , est la racine deuxieme , ou la racine 
quarrée de celte quantité donnée. 

Pour indiquer le quarré d’un nombre, on place le chiffre 2 
à sa droite et un peu au-dessus ; on désigne la racine quarrée 
d’un nombre , en mettant ce nombre sous le signe \/ 

Ainsi, 7 1 indiqqp le quarré de 7 , et V ^49 désigne la racine 
quarrée de 49- 

106. Les quarrés des nombres 1, 10, ioo, etc., e'tant 1,100, 
10000, etc., les nombres compris entre 1 et 100, entre 100 et 
10000, etc., ont leurs racines comprises entre 1 et 10, entre 
10 et 100, etc. Par conséquent: lorsque le quarré <T un nombre 
entier ;ia pas plus de deux chiffres, la racine quarrée de ce 
quarré n’<? qu’un seul chiffre ; quand le quarré renferme 3 ou 
4 chiffres, sa racine en a deux ; et ainsi de suite. 

De ta Racine quarrée des nombres entiers. 

107. Les quarrés des nombres d’un seul chiffre étant moindres 
que 100, ou revient de ces quarrés. à leurs racines quarrées, en 
faisant usage de la table suivante : 

Racines 1, a, 3 , 4 > 5 , 6, 7 * ®» 9 - 

Quarrés 1, 4 » 9 » 25 , 36 , 49 * 81. 
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Cette table peut aussi servir à déterminer la racine quarrée 
du plus grand quarré contenu dans un nombre compris entre 
les quarrés i, 4 > 9> *6, 25 , 36 , 49 > 8i, ioo. 

Par exemple, 38 tombant entre 36 et 49 » c’est-à-dire entre 
6‘ et 7% la racine quarrée de 38 tombe entre 6 et 7; Je plus 
grand quarré contenu dans 38 est 36 ou 6”; et la racine quar- 
rée du plus grand quarré contenu dans 38 est 6. 

108. Pour extraire la racine quarrée d’un nombre entier 
plus grand que 100, nous chercherons d’abord comment les 
parties de la racine entrent dans le quarVé ; à cet effet, nous 
concevrons la racine décomposée en a disaines et b unités; 
sa valeur sera ioa-f- b \ et en multipliant ioa-f-épar 10 a-\-b, 
on trouve que le quarré de 10a b est iood‘-\-n.oab ou 

centaines -faaxi diiaines -f- b 7 unités. 

Le quarré d'un nombre composé de dixaines et d’unités con- 
tient donc trois parties., savoir : le quarré des dixaines , le 
double des. dixaines multiplié par les unités , et le quarré 
des unités. Ces trois parties du quarré expriment respecti- 
vement des centaines, des dixaines et des unités. 

Par exemple , le quarré 4 ° 9 ^ de 64 est con^iosé : du quarré 
36 centaines des 6 dixaines, du double des 6 dixaines mul- 
tiplié par les 4 unités ou de 48 dixaines, et du quarré 16 des 
4 unités. De même, 649 étant égal à 64 dixaines plus 9 unités, 
le quarré 421201 de 649 est composé : du quarré 4°9® cen ” 
taines des 64 dixaines, du double des 64 dixaines multiplié par 
les 9 unités ou de 1 i 52 dixaines , et du quarré 81 dés 9 unités. 

10g. Nous allons faire voir mainleuant commënt on peut 
revenir du quarré d’un nombre entier quelconque à sa racine. 

1 ' r Exemple. Extraire la racine quarrée de 4096. 

On dispose le calcul de la manière suivante: 

Quarrc. 


1er reste 


•j* rc>tc...i 


4 °-9 (i 

3 6 

To-fi" 
4 9 ü 


Racine. 

taj X 4 = 496. 


Digitized by Google 


CHAPITRE III. 


i 55 


et l’on dit : le quarré de 10 étant too, le quarré des dixaines 
de la racine ne peut se trouver que dans les 4o centâines dé 
4096 (on sépare par un point les deux premiers chiffres à droite 
de 4°9^) ; 4° tombant entre 6’ et 7’, il en résulte que 4 o cen- 
taines est compris entre 6 1 centaines et 7’ centaines; et comme 
ces deux derniers nombres diffèrent au moins d’une centaine, 
le nombre 4°9^> composé de 4o centaines plus 96 unités, 
est aussi compris entre 6“ centaines et 7* centaines, c’est-à- 
dire entre les quarrés de 6 dixaines et de 7 dizaines; la racine 
quarrée de 4096 est donc comprise entre 6 et 7 dixaines ; elle 
est donc composée de 6 dixaines et d’un certain nombre 
d’unités moindre que 10. Pour obtenir ces unités, on retranche 
de 4 ° 9 ^> le quarré 36 centaines des 6 dixaines de la racine; 
le reste 496 ne renferme plus que le double des 6 dixaines 
de la racine multiplié par les unités , et le quarré des Unités. 
Le double des dixaines multiplié par les unités, exprimant dés 
dixaines, ne peut se trouver que dans les 49 dixaines du reste 
4g6 (on sépare par un point le 1" chiffre à droite du reste) ; 
ces 49 dixaines contiennent en outre les dixaines qui peuvent 
provenir du quarré des unités; divisant donc 49 par 1 2 (double 
des dixaines de la racine), les 4 unités du quotient expriment 
le chiffre des unités de la racine ou un chiffre trop fort. Pour 
essayer le chiffre 4 > on pourrait citer 64 1 de 4 ° 9 ^> I e reste 
zéro indiquerait que 64 est la racine demandée; tnnis on 
parvient plus simplement, au même résultat eu observant que 
le reste 4g6 étant composé du double des 6 dixaines multiplié 
par les 4 unités et du quarré des 4 unités, il suffit de calculcv 
la somme de ces deux parties et de l’ôter de 4g6 ; à cet effet , 
on écrit le chiffre 4 «les unités à la droite de 12 (double dtc 
nombre des dixaines de la racine); ce <jui donne 12^; on 
multiplie 124 par 4 ; le résultat exprime la somme demandée ; 
retranchant 4 fois 124, de 496, le reste zéro indique que 64 
est la racine exacte de 4096. 

Remarque. Le raisonnemeirt qui a servi il déterminer les 
dixaines de la racine étant applicable à un nombre quelconque, 
on eu conclut que la racine quart te du plus grand quarré- eon- 
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tenu dans les centaines d ’ un nombre quelconque , détermine 
toujours les dixaines de la racine quarrée de ce nombre. 
a* Exemple. Extraire la racine quarrée de 421201. 

On dispose le calcul de la manière suivante : 


Quarré 4 9 -< a.o 1 

[ 649 Racine 

% 

3 6 

ia 5 | 

ii'f 

1:189 

l«rre*le 6 i.a 

5 

4 

9 

4 9-6 

6 a 5 

496 

11601 

1 • resle 1 i 6 0.1 




1 1 6 0 1 


•• 


3 * reste 0 



• . « 


et l’on dit : le nombre proposé ayant plus de deux chiffres , sa 
racine quarrée renferme des dixaines dont le quarré ne peut 
faire partie que des 4 212 centaines de 4 2 < 2 oi (ou sépare par 
un point les deux premiers chiffres à droite de 4 2 > 2 ot). 

La racine quarrée du plus grand quarré contenu dans 4 2 i 2 > 
exprimant le nombre des dixaines de la racine cherchée, la 
question est réduite à déterminer la racine quarrée d’un nombre 
qui contient deux chiffres de moins que le nombre proposé; 
à cet effet, on sépare par un point les deux premiers chiffres 
à droite de 4 2 > 2 ; la racine 6, du plus grand quarré contenu 
dans 4a, est le premier chiffre à gauche de la racine deman- 
dée , qui est par conséquent composée de trois chiffres. 

On est ainsi conduit à diviser le nombre donné en tranches 
de deux chiffres chacune à partir.de la droite ( la dernière 
tranche peut n avoir qu’un seul chiffre) ; et quand le nombre 
donné est un quarré exact, le nombre des tranches indique le 
nombre des chiffrés de la racine du quarré proposé ; ce qui 
s’accorde avec le principe du n° 106. 

On opérant comme dans l’exemple précédent , on trouve que 
la racine quarrée du pins grand quarré contenu dans 4 213 
est 64 , et que Fexces de 4 a,a sur 64 ‘ est 116; la racine 
quarrée de 4 2I2 oi est donc composée de 64 dixaines, et d’un 
certain nombre d’unités exprimé par un seul chiffre. 
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Le quarré 421201 étant formé du quarré des 64 dixaines 
de la racine, du double de ces dixaines multiplié par le chiffre 
des unités, et du quarré des unités, si l’on ôte de 421201 le 
quarré des 64 dixaines, le reste 11601 contiendra les deux 
autres parties du quarré. 

On parvient plus simplement à ce reste en observant que 
l’excès de 4212 sur 64 “ étant 116, l’excès de 421201 sur 54 o“ 
s’obtient en abaissant la tranche 01 à la droite de 1 16. 

Cela posé : le double des 64 dixaines, qui est 128 dixaines, 
multiplié par les unités , donnant des dixaines, ne peut se trou- 
ver que dans les 1160 dixaines du reste 11601 (on sépare par 
un point le premier chiffre à droite de 1 1601); ces 1 160 dixaines 
contiennent donc le produit de 128 dixaines par les unités de la 
racine cherchée,. plus les dixaiues qui peuvent se trouver dans 
le quarré des unités; divisant doncn6oj>ar 128, les 9 unités 
du quotient expriment le chiffre des unités de la racine cher- 
chée ou un chiffre plus grand. On pourrait essayer le chiffre 9 
en retranchant 649“ de 421201, le reste zéro indiquerait que 
649 est la racine demandée ; mais , d’après ce que nous avons 
fait remarquer dans l’exemple précédent, il est plus simple 
d’écrire le chiffre 9 à la droite de 128 (double des dixaines de 
la racine), et de multiplier 1289 par 9; le produit est com- 
posé du double des 64 dixaines de la racine multiplié par les 
9 unités, et du quarré des g unités; retranchant 9 fois 1289 
de 1 1601, le reste est égal k 421201 — 649*; ce reste étant nul, 
la racine obtenue est exacte. 

no. Dans tout le cours des opérations relatives à F extraction 
de la racine quarrée , chaque reste est égal au nombre dont on 
cherche la racine , diminué du quarré de la partie de la racine 
déjà obtenue ; car on est parvenu à ce reste en retranchant suc- 
cessivement du nombre proposé les diverses parties du quarré 
du nombre obtenu à la racine; quand cette condition n’est pas 
satisfaite, on a commis quelque faute de calcul. 

ni. Lorsque la racine quarrée d'un nombre entier tombe 
entre deux nombres entiers consécutifs , celte racine, quoiqu'elle 
existe, ne saurait être exprimée exactement par aucun nombre. 
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En effet, si un nombre pouvait exprimer cette racine, ce 
nombre serait décimal ou fractionnaire, et en le convertissant 
en fraction irréductible, le quarré de cette fraction irréductible 

devrait être un nombre entier; ce qui n’est pas possible (n° 86, 
i4°, pages 120 et 121 ). Le principe est donc démontré. 

ltr.MAnQtm. Il est facile de concevoir que certaines quantités 
ne sont pas susceptibles d’être exprimées exactement en nom- 
bres ; car une quantité peut croître d’une manière continue, 
tandis que les nombres ne jouissent pas de cette propriété. 

Les nombres entiers et décimaux, et les fractions ordinaires 
ayant une commune mesure avec l'unité , on dit que ces quan- 
tités sont commensurablesj et par opposition, les quantités qui 
n’ont pas de commune mesure avec l’unité sont dites incom- 
mensurables. Par exemple, la racine qnarrée de 5 est incom- 
mensurable, parce que ne pouvant être exprimée exactement 
par aucun nombre entier ou décimal ou fractionnaire , il en 
résulte que si l’on conçoit l’unité divisée en autant de parties 
égales qu’on voudra, l’une de ces parties ne sera jamais assez 
petite pour être contenue un nombre exact de fois dans la ra- 
cine quarrée de 5 et dans l’unité. 

1 12 . Pour extraire la racine quarrée (T un nombre entier 
quelconque , on opère comme si ce nombre était un quarré. 
Quand le dernier reste, qui correspond au chiffre des unités de 
la racine , n’est pas zéro , la racine cherchée est incommensu- 
rable , et le nombre obtenu à la racine quarrée exprime la ra- 
cine du plus grand quarré contenu dans le nombre proposé. 


Formation du quarré et extraction de la racine 
quarrée des fractions et des nombres décimaux. 

n 3. Le quarré (T une fraction s'obtient en élevant le numé- 
rateur et le dénominateur au quarré ; car 



a a a X « a’ 

~ * X b ~ fTÿTb = F 
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1 14. Pour trouver la racine quarrée d’une fraction, il suffit 
d’extraire séparément la racine quarrée du numérateur et celle 
du dénominateur. Cette règle se déduit de la précédente. 


Ainsi , 


/Tfc> V 7 16 4 

V ï 5 “ i/â 5 _ 5 ‘ 


Remarque. On peut ramener le calcul à extraire la racine 
quarrée d'un seul nombre entier, en multipliant d’abord les 
deux termes de la fraction par son dénominateur, car 



Par exem 


ple - v/t = 


23 l/î3 X 7 _ 


I/7X7 


y 161 

7 


La plus petite valeur entière approchée de V 7 i6f étant îa , 

, . „ , 23 12 . . . 1 „ 

la racine quarrée de — est — , a moins de -d unité. 

1 '77 7 


11 5 . Le quarré d’un nombre décimal s’obtient en formant 
le quarré de ce nombre , abstraction faite de la virgule , et en 
séparant à la droite de ce dernier quarré deux foie autant de 
décimales qu'il y en a dans le nombre donné. Cela se déduit 
de la règle qui a été donnée (n° 45 ) pour la multiplication des 
nombres décimaux; Le quarré d’ un nombre décimal contient 
donc toujours un nombre pair de décimales. 

Exemple. Trouver le quarré de 6 , 49 - On forme le quarré 
421201 de 649; on sépare ensuite quatre décimales à la droite 
de 421201; le résultat 42,1201 est le quarré demandé. 

1 16. Pour revenir du quarré d un nombre décimal à sa ra- 
cine , il suffit de calculer la racine quarrée du nombre entier 
qui résulte de la suppression de la virgule dans le nombre 
donné , et de séparer autant de décimales à la droite de celle 
racine qu’il y a d’unités dans la moitié du nombre des chiffres 
décimaux du quarré proposé. Cette règle se déduit de la pré- 
cédente, (n° 1 15 ). 
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Exemple. Calculer la racine quarrée de 0,00421201. La ra- 
cine île 4 21201 étant 6^9, la racine cherchée est 0,0649. 

1 1 7. Pour trouver la racine quarrée d'un nombre quelconque 
à moins d'un dixième, ou d'un centième, ou d'un millième, etc., 
d’ unité , on prépare le nombre donné, de sorte qu’il con- 
tienne , deux décimales , ou quatre décimales , ou six déci- 
males, etc. 

1 er Exemple. Soit proposé .de déterminer la racine quarrée 
de 0,000042856789123 , à moins d'un dix-millième d'unité. 

Pour obtenir quatre décimalesà la racine, il suffit d’en con- 
server huit dans le nombre proposé; ce qui donne o,oooo4285; 
supprimant la virgule, et observant que la plus petite valeur 
entière approchée de [/ 4 2 85 est 65 , on voit que la racine de- 
mandée est o,oo 65 . 

2“ Exemple. Calculer la racine quarrée de à moins d'un 
millième d’unité, c’est-à-dire avec trois décimales. On prépare 
ce nombre de manière qu’ii renferme six décimales, ce qui 
donne 57,000000; on cherche la plus petite valeur entière ap- 
prochée 7549 de \/ 57000000 ; la racine demandée est 7,54g. 

On voit que pour calculer la racine quarrée d’un nombre 
entier, à moins d’une unité décimale d’un ordre déterminé , il 
suffit de mettre à la droite de cè nombre, deux fois autant de 
eéro qu’on veut obtenir de décimales à la racine; d’évaluer, à 
moins d’une unité, la racine quarrée du nombre ainsi préparé, 
et de séparer à la droite de cette racine, le nombre de dé- 
cimales indiqué par l’approximation demandée. 

3 

3 ' Exemple. Calculer la racine quarrée de - à moins d'un 

centième d’unité. On cherche le quotient de 3 par 7 avec 4 dé- 
cimales; ce qui donne 0 , 4285 ; la racine quarrée de 0,4285 etc., 
étant o ,65 etc. , la racine demandée est o, 65 . 

En général , pour trouver la racine quarrée d'une fraction à 
moins dune unité décimale d'un ordre déterminé , on calcule 
le quotient du numérateur par le dénominateur avec le double 
du nombre des décimales qu’on veut obtenir à la racine, et on 
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cherche la racine cjua^rée de ce quotient avec le nombre de 
décimales nécessaire à l'approximation demandée. 

1 1$. Pour approcher le. plus possible de la racine quarrée 
d un nombre quelconqué , en ne conservant qu’un nombre dé- 
terminé de décimales, on calcule une décimale de plus à la ra- 
cine, et l’on'' supprime ensuite cette décimale d’après Ja règle 
du n° 5 i [page 5 q). 

' Des QuaYré's et de la Racine quarrée dés monomes. 

* . ''•••• 

119. Le quarré de cafbt étant caP.bt yc. calbi, ou c , (a p y(b’>y, 
ou c‘a'Pb 0 i t on voit que pour obtenir te quarré d’un monome, 
il suffit d élever chaque fadeur de ce monome au quarré ; ce 
qui revient à former le quarré du coefficient numérique c, et 
à doubler les expOsans des autres facteurs. 

Par conséquent : Pour revenir du quarré d’un monome à sa 
racine quarrée, il suffit d extraire séparément la racine quarrée. 
de chaque facteur du quarré donné ; ce qui Se réduit à extraire 
la racine quanée-du coefficient numérique , et à diviser par 2 
les exposons des autres facteurs. Ainsi, » 

\é 9 a^b'° = , [/ 25 al'b'c* =* üab’c* , j/ 64a 9 Â“-= 8a*A. 

Quand tous les facteurs d’un monome rra sont pas des quarrés, 
ce monome n’est pas un quarré ; on indique alors l'extraction 
de la racine quarrée., et l’on réduit ensuite le radical à sa plus 
simple éxpression, en faisait sortir de dessous qe radical les 
facteurs qui ont des racines exactes. Par exemple, 

V/ 1 8 à^b 7 = \/ Oja*b* X ’xab =V / 9 a ^ é X V 2c6 = 3a , Z>' ! \/ iab. 

Le radical 2 ab est réduit-'à sa plus simple expression, car 

on ne peut faire sortir aucun facteur de dessous, ce radical. 
Pour faire passer sous un radical .quarré un facteur placé 

hors du radical, il suffit d élever cé facteur au quarré. Ainsi , 

. . * 

al/b— ffctb, 2a j / b c — [/ 4 cé ( b -k c ) . 

’ • ; ' '• ’ ’ " 

3 aWV 2. abz=y 2 ab = \/ tHa h’l ’■ W 

* • I * . . - 


L 
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Le» expressions littérales, qui ne coplienneot pas des radi- 
caux , sont ditfes rationnelles, et celles gui renferment des radi- 

'3 

eaux sont irrationnelles. Ainsi, les quantités ia % b, à 1 b-\-e, 


sont rationnelles , et y/ a est irrationnelle. 

Le quarré d'une fraction s’obtient en élevant le numérateur 
et le dénominateur au quarré (n° n 3 ), et la racine quarrëe 
d’une fraction s’obtient eu extradant séparément la racine 
quarrée du numérateur et du dénominateur (n° 1 14). On a donc 


3 a'é 5 y (-ia'bf ga 8 6'° . • J [/ ga*b'° 3 a*b 5 

. ncd > )~ (jcdf 49 e ' J ^’ V 


Calcul des radicaux quarrés. 

1 20. Lorsque les quantités placées sous des radicaux quarrés 
sont les memes, oti dit que ces radicaux sont semblables ; et 
quand cette oondition n’est pas remplie, les radicaux sont 
dissemblable?. Ainsi , les radicaux 3 a\/icd, l.b (/ icd , sont 
semblables, et les radicaux V ob, [/ lab, y/ cd k sont dissem- 
blables. Cela posé : 

ï°. L’addition et la soustraction des radicaux semblables 
s'effectuent sur les coifficiens de ces radicaux -, car on peut re- 
garder lé radical comme une certaine unité qui est répétée un 
nombre de fois marqué parle coefficient de chaque radical. 

Ainsi, 3 za -^5 [/ P.a&s 8 \/ 2a , 8 y/ là — 3 y/aa =:5 y/2«, 

2a y / b -f- c -(- Zb y/ b ’-j- c = (2a -f 3 b) y/ b -j- c. 

a°: Quand des radicaux sont dissemblables t on ne peutqu’in- 
diquer l addition et la soustraction. ' 

3 °. Pour effectuer la Mui.TiPi.jcATioN de plusieurs radicaux 
quarrés les uns par les autres , il suffit de former le produit des 
quantités placées sous les radicaux, et de mettre çe produit sous 
un radical du même degré ; car, il’ après lé premier principe du 
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n° 119, le quarré de y' a\/b V e étant ( V a) % ( V^)‘ ( V^Ÿ 
ou abc, îl en résulte que V a \/ b V c exprime la racine quarrée 

de abc j de sorte que V a X V b X V c — V abc. Ainsi , ' 

_______ ; . • ' 

\/a-f-Z>X V'a-b = \/\a-\-b) (a — A) = y a’— b*,\ 

5 a y/ 18 abc X 3 b[/ ibc — 5 a X. 3 b\/ i 8 abc X 2 bd 

== i5ab \/‘36ab*c*= i 5 ab V?>&b*c? x Va 
= 1 5ab X 64 c = goaé’c \/ a . 

4 °. La division de deux radicaux quarrés l’un par Vautre 

s’effectue en indiquant la division des quantités placées, sous 

ces radicaux , et en mettant le quotient sous un radical du 

même degré; car, d’après ce qui a été démontre (n° il 3 ), le 

. , Va . ‘ (Va)* a ‘ > \/a 

quarre de étant ou . en resu l te que 

a 

exprime la racine quarrée de Par conséquent, 

. « ' 

Va_,/a V ifabo ,/x4 âfc_ t/ - r 

yi~VZ’ v — b -V , ab ~ V2C \ 

V Sa'*!/' / 3 a'^b 1 t J~aé* a 6 V a 

V 7 û?ïï> ~~ * ,2Û ' 69 ~ V TfîF* a b ’ . ; 

VJER = yv^üs = /^E =z y^s =n , 6 , vJSi 

Sal/' y.qa‘b< V ça’b* ’ 

v/a, ~ i ‘ =. / a '- b - = 1 / (a + > = V^=b, 

ÿa-\-b V a-hb \ a-^rb 

V a ' -*■* %/EE*: = y/EB = . 

1/ A » n — i <V a — 6 * 


ts. 


y a — b 

Des Quarrés et de la Racine quarrée des polynom.es. ’ ~ ». 

121 . Pour former le quarré de a-\- b , on effectue le produite 
de a -J- b par a-f- b, et l’on trotte que 

( 1 ) . . . (a -f- b)' — a* -J- %ab -f- b *. 

Cette formule démontre que le quarré de la somme de deux 

11.. 
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qutofVs est, composé : du quarté de la première quantilé, du 
double de la première quantité multiplié par la seconde, et du 
quarré de la seconde. 

On en déduit le quarré d'un polynôme quelconque. 

Par exemple, pour trouver le quarré du trinôme a + b + c, 
on change b en b + c dans la formule Cl)', ce qui donne 

( a -t-A+c)‘^= a* + lalb + c) -+- {b + c)* 

= a 1 + -j- 2«c -J- b'-\-ibc-\-c 

La formule (2) donne 

(a\+±.a‘‘-\-aY=a 6 + M 5 -+-3ci l +2a'-l- e% 

-H9* 4 - 

Pour obtenir le quarré du quadrinome a+b + c + d, il suf- 
firait de changer c en c + d .dans (2), et de développer ensu.te 
Icquarré de c-f- d. Et ainsi de suite. 

122 Nous allons voir maintenant comment on peut extraire 
la racine quarte d'un polynôme quelconque. Nous supposerons 
que ce polynôme est ordonné suivant les puissances- décrois- 
santes d’une certaine lettre l et dans toute la suite des calculs, 
les polynômes que nous considérerons seront censés ordonnes 
de la meme manière. De sorte que, lorsque nous parlerons du 
premier terme d'un polÿncme , il s'agira toujours du terme de 
et polynôme qui contient la plus haute puissance de la lettre 
par rapport à laquelle ce polynôme est 01 donné. 

Exemple. Soit proposé d'extraire la racine quarrée de 

a 6 -!- 30* + 3a k + 2 a 3 -f- a‘. 

On dispose et on effectue le calcul de la manière suivante : 

a t n> 4- a , Racine. 


Quarré, 

a 5 -4- 3^f * -f* 1 * 

* t> 

— a» 

7»« reste. 

R'=:uv*+3a M-**-M* 

— cifi 5 — a* 

— — — — 

a» reste. 

H"= 

.. — la * — 3a 1 — a’ 

3* reste, 

R *— 0 


sut» -t- a’ 
•4* 'a* 


aa 5 -t- <•' * 


îfl 1 -f- sa’ +n 


3a* 4- a a 5 ■+■ «* 


\ 
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Pour calculer le premier terme de la racine cherchée, on 
observe que le i* r terme dtt.praduit de deux polynômes étant le 
produit du l ct terme du multiplicande par le l" terme du mul- 
tiplicateur (n° 79), il en résulte que le i" terme du quarré 
d’un polynôme e»t le quarré du i" terme de ce polynôme. On 
obtiendra donc le premier terme a? de la racine cherchée j , en 
extrayant la racine quarréc du premier terme tf'.du polynôme 
donné. 

Le t" ternie a 3 delà racine étant connu, pour trouver les 
autres termes, on désignera Icnr somme par r (le pins fort ex- 
posant de a dans r sera moindre que 3 ), et en représentant 
par P le polynôme donné , on aura 

P = (a 3 -f-r) m = <i 6 + 2 <»V-i r‘ = a 6 4-2a 5 =) Sa'-f-clc. 

Retranchant "(a 1 )* ou a 6 , de’P, le i" reste sera 

R'= P — a 6 = rX (an 3 4 r ) — 3 a* -j- etc. ' 

Ces deux dernières expressions de R' devant être les mêmes, 
i le i* r terme du produit de r par 2a 3 -f" r sera nécessairement 

r égal au'i ,r ternie 2 a 5 du reste connu R'; or, on sait que le 1 er 

i, terme du produit rX (2 a 3 4~ r ) s’obtient en multipliant le i er 

s terme du facteur r par lé I e ' terme 2 a 3 du facteur 2n’-f- f : ; la 

’u division du i ,r terme 2a 5 du i* r reste , par le double 2 a 3 du i er . 

if terme de la racine, donnera donc le 1 rr terme a » de r, c’est-à-dire 

rr le 2 e terme de la racine cherchée. ■ 

Le i"- terme du 1" reste étant 1 » 2 e terme de P, on voit que 
les deux premiers termes de la racine quarrée d‘ un polj iwmç 
peuvent se déduire immédiatement des deux premiers termes 
du polynôme donné. 

Les deux premiers termes a 3 4 a de la racine étant connus, 
pour déterminer les autres termes, 011 désigne leur somme par 
r' (le plus fort exposant de a dans r est moindre que 2), çt eu 
regardant a 3 4- o* comme la 1" partie de la racine cherchée, 
on a, P = (it 3 4- a* 4- /•')*=(»* 4- 4- 2 (a 3 4- a») 4 4*/-'“ 

=x (a* 4- a*)* 4 r'x[i (a 3 - j • a 1 ) 4- »*]. 

Par conséquent , si l’on retranche du polynôme P, le quarré 
« 6 -4 2a 6 4 * f * 1 de a 3 -4 «S le 2 e reste R" = 2a * 4 " 2rt 5 -4 a * f l np 
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l’on obtiendra, sera nécessairement égal au produit de r par 

1 {a 3 -f- a") -J- r-, le i* r terme 2a- de ce reste sera donc égal 
an produit du I er terme de r par le I er terme 2 a 3 du fadeur 

2 (a 1 -f- a 1 ) -f- r'. Za division du i cr terme 2 a 1 du 2* reste , par 
le double 2a 1 du I er terme de la racine , donnera donc le i ,r 
terme , a, de r , c’est-à-dire le 3° terme de la racine demandée. 

Le i" reste R' étant égal à P — a 6 , on voit qu’au lieu de re- 
trancher de P le quarré de a 3 -}- a*, qui est a 6 + 2 a 5 -f- a* ou 
° 6 ~h (2a 3 -f- a 1 ) x a*, il est plus simple d’ôter du I er reste R' 
le produit 2a 5 -f- a 1 de 2 a’+a 1 par a’. On a opéré de cette 
seconde manière. 

Connaissant les trois premiers termes a 3 -f- a’ -f- a de la ra- 
cine , pour trouver les autres termes , on pourrait retrancher 
de P le quarré de a 3 -}- a’-f- a; le reste étant zéro , ou en con- 
clurait que a 3 -f- a’ -J- a est la racine quarrée exacte de P. Mais, 
le 2* reste R* étant égal à P — (a 3 -f- a“)“, on peut en conclure 
qn au lieu de retrancher de P le quarré de a 3 -f-a 1 -f-a, il 
suffit d’ôter de R" le produit de 2 (a 3 *!- a 1 ) + a par a ; car 

P — (a 3 -f- a 1 -f- a) - ' = P — f (a* -f- a*;* + 3 (a 3 -{r a’) a + a 1 ] 
— P — ( a * 4 - a a ) s — £2 (a 3 -f- a s ) -f- a] X a 
=5 R" — [2 (a 3 -f- a*) a] X a. 

I2Ï. On en déduit cette règle générale : Pour extraire la ra- 
cine quarrée d’un polynôme P, ordonnez-le par rapport aux 
puissances d’une lettre quelconque contenue dans les termes 
de P. Concevez que la racine et les restes successifs soient or - 
donhés de la même maniéré, et disposez les calculs comme il 
a été indiqué ( page 164). La racine quarrée du I er terme de P 
sera le I er terme a. de la racine demandée. Otez a? de P; le 
i* r larme du reste R', divisé par 2a, donnera le 2' terme i de 
la racine. Retranchez de R' le produit de 2« + £ pari, vous 
obtiendréz un second reste R* y la division du I er terme de R" 
par 2 » donnera le 3 e terme y de la racine. Retranchez’ de R* le 
produit de 2(« -+-£) + >' par y, vous obtiendrez un y reste R"; 
la division du r" terme de. R" par 2* donnera le 4* terme <$" 
de la racine. Et ainsi de suite- 
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Lorsqu en opérant de celle manière on parviendra à un reste 
nul, les termes obtenus à la racine exprimeront la racine quar- 
rée exacte du polynôme proposé P ; car chaque reste s’obtient 
en retranchant tle P toutes les parties qui composent le quarré 
tle la somme fies termes déjà obtenus à la racine. 

Il en résulte que, dans tout le cours des ojiéralions relatives 
à l'extraction de la racine quarrée d'un polynôme, le quarré 
de la partie delà racine déjà obtenue , ajouté au reste corres- 
pondant , fournit une somme qui doit être égale au polynôme 
donné. Quand cette condition n'est pas remplie, on a néces- 
sairement commis des fautes de calcul. 

Exemple. Soit proposé d'extraire la racine quarrée de 

— 4 2a’6 5 + i2a 7 4 6 + gô l -P 4g ai b e -f- 4 afb* — iSdb 7 . 

On ordonne ce polynôme par rajaport aux puissances dé- 
croissantes de a, et l’on dispose ainsi le calcul : 



11 i^b* — •ja*bt~t3b a 



\*r reste, — a8u*47+49' 1 < * 6 + > aa 3 4 6 — \ 

— 7 n*4« 

-f-28a 5 &7 — a*b° 


■J« reste, -t-iaa*4 & — 4 aa*4 5 -f-g4‘ 


3 e reste, o 

1 sa 3 b 6 — i'iaa’t’+gé* 


La racine quarrée du î" tcrm é^efb* du polynôme doitné P 
détermine le i* r terme iab\ de la racine cherchée. Retran- 
chant 4 db* de P, on obtient le i" reste. Le 1 er terme — 28 a b b 7 
de ce reste , divisé par 4 a^b*, donne le 2 e terme — ydb’' de la 
racine. Ajôutant ce 2 e terme au double 4 db^ du i* r terme de 
la racine, et multipliant la somme par — ’]d'b\ le produit, 
soustrait du 1" reste, conduit au a' reste. La division du 1*' 
terme -f- 12 a^b 6 de ce 2' reste par 4 a *bl donne lé 3 e terme 
3 b % de la racine. O11 ajouté ce troisietne terme au double 
Ça^bi — 1 4*7’^ de la somme des deux premiers termes de la 
racine, et l’on retranche ensuite du 2 e reste le produit de 


Digitized by 


* 


i68 


ALGÉBBË. 


4a ! 6 l — i4«*6 3 .-1-36ï par 36“ ; ce qui donne zéro pour 3? reste. 

Ija racine demandée est donc la'b 1 — ^aéb 3 -f--3 6*. 

124. Le quarré d’une quantité positive étant le même que 
celui de cette quantité affectée du signe — (n° 80), il en ré- 
sulte que la racine quarrée dune quantité a toujours deux 
valeurs égales et de signes contraires. ■ < 

Ainsi, le quarré de chacun des nombres -f- 3,— 3, étant -f-g, 
la racine quarrée de -f- 90 deux vateurs..-+- 3 et — 3 j 

En général , la raciné quarrée de «“ a deux valeurs -j-«, — a ; 
car le quarré de chacune des quantités -f-«, — *, est 

Les procédés arithmétiques ne donnent qu’uue seule valeur 
de la racine quurréb d’un nombre ; tandis qu’eu ayant égard 
aux signes algébriques -+• et — , on obtient deux valeurs de cette 
racine. On dit, par ce motif, que la racine quarrée de •“ n’a 
qu’une seule valeur ari th/né tique a, et qu’elle a deux valeurs 
algébriques — j— ce, — n ; ce qu’on indique en posant \/ a“=±ist. 
Ainsi, y' 9 a une seule valeur arithmétique 3, et deux valeurs 
algébriques -f- 3 , — 3. 

1 a5. Pour déterminer la racine quarrée d'un monome ou 
dun poljnome, on cherche dùbord la vàletir arithmétique de 
cette rpejne, par les méthodes des ri’ 1 19 et 1 a3, et l’on affecte 
ensuite celle racine du doublé signe ±. Ainsi, 


v/ga**'» =±3n<4 5 , 1 / 

y 49 c “'/ 6 ~cd' ’ 


y — i8n s b — jiu' b i -^^bl=sXl'sa*bl — Ja’bs-t-lb’). 

ta6. Le quarré d’uhe quantité positive ou négative étant tou- 
jours positif, la racine quarrée d une quantité négaiive n’existe 
pas. On dit, par ce motif, que cette racine est imaginaire. 

Ainsi, a désignant un nombre positif , le radical V' — <t est 
imaginaire ; et le quarré de l’imaginaire ÿ — « est la quantité 
réelle négative — <t. 

125. Les règles du n° 120 (3° et 4‘) , étant en défaut , lors- 
qu'on les applique à la multiplication de deux radicaux quarrés 
imaginaires , et à la division d un radical réel par un radical 
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imaginaire, nou> allons etamiAef l(s diftcrens c»s qui peuvent 

se présenter. 

Le symbole \/^-i iftdiqne une expression dont , paftdjjü- 
nition , le q narré est — i; on a' donc 

d’où — — l/— >• 


On en déduit, ( by ' — t)‘=^“(l/ ““ O* — » 

V/ii x 1/ — i — l /—d , V J> — » — V — ■*» 

S/^T a x\/=i,= V~«* V—< x ÿlx\/^î^:i/nX/UV r ^ï) t = — \/‘il>, 



(a + b »/=T) (a _4 /-î) = «’ + **• 


§ II. Des Équations et des Problèmes du second degré. 

* 

Des Équations du second degré. 

128. Quand l’équation proposée ne renferme pas la.prernière 
puissance de l'inconnue x, on peut ramener celte équation à 
la forme = a, et d’après le principe du n° 125 , si c désigne 

la valeur arithmétique de' ,ps deux » a,RuM de * <1^ sa " 

tisfont à l’équation proposée sont 4" c et — c ; on indique ces 

deux valeurs en posant x—±\/ct-=±c. 

Les valeurs de x, qui satisfont a l’équation étant 

fournies par l’extraction de la racine quarréede», se nomment 
les racines de cette équation ',/elj par analogie, toute valeur de 
l’inconnue qui rend les deux membres d'une équation identi- 
quement égaux, s’appelle une racine de celte équation. 

Ainsi, l'hypothèse 3 , réduisant oliaque- membre de 


« 


'i 
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l’équation x 1 — 5 = 7 — x à -f- 4 , le nombre 3 est une ta/sine 
de cette équation. ' 

1 39. Toute équation complète du second degré à une seule 
inconnue x peut se ramener à la forme ax* -\-bx-\- c= o , les 
lettres, a, b ,c, désignant des quantités entières connues. 

Pour résoudre cette équation, on fait passer c dans le 
a” membre, on divise tous les termes par a, et afin de simpli- 
b c 

fier, on pose -=/>,-= y; elle devient (1)... x* +px= — y. 

Nous allons faire dépendre la résolation de l’équation (1 ), de 
celle d’une équation du premier degré. Cela serait facile si , le 
premier membre étant un quarré, le second membre était une 
quantité toute connue , car il suffirait d’extraire la raciue quar- 
rée de chaque membre. 

Or, on peut regarder x * -f - px comme les deux premiers 
termes du quarré d’un binôme dont le i tr terme est x , et dont 
le double de ce i? r terme multiplié par le 2' est px-, le 2' terme 


du binôme est donc égal à , ou à - p 


ix 


Par conséquent, la quantité qu’il faut ajouter au i ,r membre 
c’ -f- px, pour en foire le quarré de x ^ p , est le quarré ~^p % 


de — p -, pour conserver l’égalité (i), on ajoutera aussi ^ p‘ : 


a' membre; cequi donnera x* -f- px -j- ^p* = — y-^-^ />*• 
Mais, d’après le calcul précédent, on sait que la raciue quar- 
rée du premier membre de cette nouvelle équation est x + -/*; 
indiquant donc la racine quarréedu second membre, on a 


X+\P = ~\/ ~ 

(a) ... * = — '-p± y/— 




d’où 


7 + ^*- 
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La formule (2) détermine deux valeurs de x qui satisfont à 

l’équation (i) ; car il est facile de.s’assurer que chacune d’elles, 
substituée dans(i), rend cette équation identique; ces deux 
valeurs de x sont les raciAes de l’équation (1). 

Toute équation du second degré a donc deux racines. 
i 3 o. La formule (2)1 nous apprenti que, dans toute équation 
du second degré, ramenée à la forme x 1 px = — q, l’in- 
connue x est égale à la moitié du coefficient du second terme 
pris avec un signe contraire, plus ou moins la racine quarrée 
du deuxieme membre augmenté du quarré de la moitié du 
coefficient de x. 

On trouvera de cette manière, que les racines de l’équa- 
tion x* — 5 a: -J- 6 = 0 sont -f - 3 et +2; que celles de l’é- 
quation x 1 — 6x 4- 7 = o sont 3 + 1/2 et 3 — \/ 2 , et que 
celles de l’équation x 1 — 2«ar-f-* 1 -f-C : ‘=o sont a-f-S\/ — 1, 
* — S {/ — i. 

1 3 ï . La formule (2) fait aussi connaître dans quel cas les ra.- 
cines de V équation (1) . . . x’ -f - px 4- q — o, sont réelles ou 
imaginaires. En effet : 

i°. Lorsque ^ p* — q. est positif, les racines de l’équa- 
tion (1) sont réelles et inégales. Cette condition a toujours lieu 
quand le dernier terme q est négatif, •; 

2 0 . Quand -p* — q est zéro, chaque racine se réduit à — -p ; 
et comme q—'jp % , le 1" membre de (1) devient égal au quarré 

x* + px + jp*, de x -J- -p ; de sorte que ce premier membre 

est le produit de deux facteurs égaux j on dit, par ce motif, que 
les deux racines sont £o ai.es. 

3 *. Enfin , lorsque ^p* — q est négatif, ée qui exige que le 

dernier terme q soit positif, les deux racines sont imaginaires. 
i 32 . Si l’on désigne les racines (2) de l’cquation (1), par 
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x et x", on trouvera x x* = — />. et a:' X x" =. q. Par 
convoquent, dans toute équation du second degré ramenée à la 
forme x* ]>x q=o, la somme des racines est égale au 
coefficient de la première puissance de x pris avec un signe 
contraire, et le produit de ces racines est égal au dernier terme. 

On en déduit le moyen de déterminer, les signes des racines 
réelles d'une équation du second degré, sans qu’il soit nécessaire 
de la résoudre. Par exemple , dans l’équation x % — 2 x — 8 = o, 
les deux racines sont réelles (n° i3i,i°); et leur produit étant 
— 8 , elles sont de signes contraires; or leur somme est *f- * ; 
la racine positive est donc la plus grande; et en effet, ces 
racines soi>t ■+■ 4 et — 2 . 

«P,Ô r*— . -i f*it 

Problèmes du second degré. 


i33. i" Problème. Deux ouvriers, employés à des prixdif- 
férens , furent payés après Un certain temps. Le l <f reçut 
g 6 francs ; le 2 ", qui avait travaillé six jours de moins que le 
l* 1 ', reçut 54 francs. Si le 2 * eût travaillé six jours de plus, et 
le I er si jf jours de moins, ils eussent reçu chacun la même 
somme. On demande pendant combien de jours chaque ouvrier 
a travaillé, et le prix de la journée de chacun. 

D’après cèt énoncé : si le i* r ouvrier a travaillé pendant .x 
jours, le 2 ' n’aura travaillé que pendant x — 6 jours. Or, le 

o5^ 

I er ouvrier a reçug 6 f pour x journées; il gagnait donc ~ par 
jour. Le 2 e a reçu 54 f pour 1-6 journées; il gagnait donc 

'54* 4 V'. •' 

^— 6 P ar )° ur ’ 

Si le 2 e ouvrier eût travaillé six jours de plus, c’est-à-dire x 


54» 


54.t 


x — 6’ x — 6 


francs; et si le t" ou- 


jours, il eû^ reçu x fois 

q 6 f ... 

vrier, qui' gagne par jour, eût travaillé si* joursdc moins, 


c’est-à-dire x — 6 jours , il eût reçu (x — 6 ) fois 




ou 
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q6(a: — 6) „ , , . « , 

- francs, mais alors, chaque ouvrier eut reçu la meme 

somme; if faut donc que 


(«)• 


54 ^ 

• 


06 (a: — 6) ' ' 24 

~ ; d ou x = a4 et x = — 

x ? 


Or, * etx— - 6 , exprimant des nombres de journées , doi- 
vent être positifs; la valeur 24 de x est donc la seule qui satis- 
fasse à la question. Ainsi : le i et ouvrier a reçu g 6 f pour 24 
journées; il gagnait donc 4 f par jour. Le 2' ouvrier a reçu 54 f 
pour 18 journées; il .gagnait donc 3 f par jour. Si l,e 2 e ouvrier 
eût travaillé six jours de plus , c’esUà-dire 24 jours, il eût reçu 
24 fois 3 f ou 7 2 f ; et si le i' r '0uvrier eût travaillé sis jours de 
moins, c’est-à-dire 18 jours , il eût reçu 18 fois 4' ou 7 2 f , comme 
Rexige l’énoncé., • - , * * .. 

Remaequ*. L» forme particulière de l’équation (>) condpit 
à une solution plus directe; car cette équation donne 


x 1 96 16 

= s? = v 1 *' 


* = "± 1 


Le» valeurs des-inconnues, x, x—~ 6 , devant être positives, 
le quotient de leur divisioVi doit être positif.; on ne peut donc 


prendre que le signe -+- ; ce qui donne - 


— e-“ 


d’OÙ X=i24, 


2* Phoblème. La somme de’ deux nombres est 2 p, letir pro- 
duit est q ; quels so/it ce$ nombres ? 

Si x et^ désignent les nombres cherchés, on aura 

- .* (t)..- *jr=q r. 

La 1” équation donne J - — 2 p — x ; la substitution de cette 
expression de y, dans sy=q, conduite 

(2). . . x" — ipx 4- q = «; d’où,. . 


l> +V p* — y et x — p — ÿ p % y. - » 
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Les yaleurs correspondantes d ej, déduites de jr—zp — x, étant 

p — Vp' — q et P + Vp'— q> 

on voit que les deux nombres cherchés sont les racines 

■à , , 

(3) . . . p -1- V P' — q , P — V p' À — q, de l’équâtion (a). 

i te Remarque. Lorsqu’on ne donne que la somme op de deux 
nombres positifs x , y, on n’a que la seule équation x -\-y =r ip 
entre x elyi ces deux nombres inconnus ont une infinité de 
valeurs et leur produit q reste indéterminé. Cependant, le pro- 
duit q ne saurait croître indéfiniment / car les expressions (3) des 
nombres cherchés x, y, devant être réelles et positives, la plus 
grande valeur du produit variable q est p\ 

Par conséquent : Lorsque la somme ip de deux quantités 
positives est donnée, la plus grande valeur du produit q de ces 
deux quantités, est le quarré p 4 de leur demi -somme. 

11 est d’ailleurs facile de démontrer directement cette pro- 
priété ; car la somme de deux quantités variables étant np , si 
l’une d’elles est représentée par p + z, l’autre sera p — z, et. 
leur produit étant p 1 — z' , on voit que ce produit deviendra le 
plus grand possible quand z sera zéro, c’est-à-dire quand 
chaque façteur sera égal à la demi-somme p des facteurs va- 
riables ; ce qui donnera^ 1 pour le maximum du produit des 
deux fâcteurs variables dont fa sommé est fa -constante ap. 

2 e Remarque. Lorsqu’on ne donne que le produit q des 
nombres x,y, on n’a qu’une équation xy — q eqtre x et y, 
ces deux nombres ont une infinité de valeurs, et leur somme 2 p 
reste indéterminée. Mais, cependant, quand on ne veut ad- 
mettre que des valeurs réelles positives de x et y, la somme 2 p 
des facteurs variqbles x, y, ne saurait décroître indéfiniment y 
car, dans ce cas, le produit q est nécessairement positif , et 
comme les expressions (33 des facteurs x,y, doivent être réelles, 
la valeur de p * ne .peut être moindre que y. Ainsi, le minimum 
de la somme a p est 2 V q> et chacun des nombres x,y, se ré- 
duit à \/ q- 
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Par conséquent : Lorsque le produit de deux facteurs posi- 
• tifs variables est une constante, le minimum de la somme de ces 
facteurs a lieu quand ces facteurs sont égaux ; chaque facteur 
devient égal à la racine quarrée du produit donné, et le mini- 
mum de la somme des facteurs variables est le double de la 
racine quarrée du produit donné. 


S III. Des Cubes et de la Racine cubique. 


i 34 - Le produit de trois facteurs égaux à une quantité don- 
née , est ce qu’on nomme la troisième puissance ou le ciiini de 
cette quantité donnée ; et la quantité qui, prise trois fois comme 
facteur, détermine une quantité donnée, est la racine troisième 
ou la racine cubique de cette quantité donnée. 

Ainsi, le cube de 7 est le produit 343 des trais facteurs 
cgau*7, 7, 7, et la racine cubique de 343 est 7. 

Pour indiquer le cube d’un nombre, on place le chiffre 3 à 

sa droite et un peu au-dessus'. On désigne la racine cubique d’un 

1 _ 

nombre en mettant ce nombre sous le signe Y . Ainsi , 7* 
*3 J 1 

désigne le cube de 7 , et v/8 indique la racine cubique de 8. 

1 35 . Les cubes des nombres 1, 10, 100, etc., étant 1, 1000, 
1000000, etc. , les nombres compris entre t et 1000, entre rOoo 
et 1000000, etc., ont leurs racines cubiques comprises entre 1 
et io, entre îb et' 100; etc. Par conséquent : lorsque le cube, 
tf un nombre entier n’a pas plus de 3 chiffres, sa racine cubique 
n’a qu’un seul chiffre ; quand le cube renferme 4, 5 ou 6 chif- 
fres, sa racine cubique en a deux ; et ainsi de suite. 


De la Racine cubique des nombres entiers. 


i 36 . Les cubes des nombres d’un seul. chiffre étant moindres 
que io 3 ou que 1000 , on revient de ces cubes à leurs racines cu- 
biques en faisant usage de la table suivante : 

Racines cubiques, 1 , a, 3 , 4 > 5 , 6, 7 ?i 8, g, 

Cubes, 1, 8, 27, 64, 125 , 216, 343 , 512,729. 
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Gette table peut aussi servira déterminer la racine cubique 
dg pins grand cube contenu dans un nombre < oitipris entre les 
cubes i, 8, 27, 64 , > 25 , 2i6, 343 , 5 i2, 729, 1000. * 

Par exemple, 23 g touillant entre 216 et 343 , c’est-à-dire 
entre &* et 7 3 , la racine cubique du plus grand cube contenu 
dans 239 est 6 . : * • < • 

i 3 ^. Pour extraire la racine, cubique d'un nombre entier plus 
grand que 1000, nous chercherons d’abord comment les par- 
ties de la racine entreqt dans le cube. A cet effet , nous conce- 
vrons la racine décomposée en a dixaines et b unités; sa valeur 
sera 1 ofl -f- A ; et en formant le produit de trois facteurs égaux à 
10a + 6, on trouvera que le cube de 10a -}- b est 

1000a 3 -J- 3 ®o a' b -4- 3 o ab* -f, b 3 } op 

a* mille + 3 a 1 X b centaines -j- 3 a X b" dixaines -f- b ' unités . 

1 i 38 . Le cube d’un nombre composé de dixaines et tf unités, 
contient donc quatre parties, savoir : le cube des dixaines, le 
produit de trois fois le quarré des dixaines par les unités, le 
produit de trois fois les dixaines par le quarré des unités, 
et le cube des unités. Ces quatre parties expriment respective- 
ment dei rriille, de* centaines, des dixaines et des unités. 

Par exemple, le cube de 649 est formé : du cube 262144 
iniiU des 64 dixaines de 649, de 3 fois le quarré 4096 cen- 
taines des 64 dixaines multiplié par les 9 unités ou de 
1 10592 centaines, de 3 fois les £4 dixaines multipliées par le 
quarré 81 de* 9 unités ou de i 5552 dixaines, et du cube 729 
des 9 unités; la somme 273359449 de ces quatre parties est le 
cube de 649. 

i 3 g. Nous allons faire voir comment on peut revenir du cube 
d'un nombre entier quelconque à la racine cubique de ce cube. 

1** Exemple. Extraire la racine cubique de 2621 44 - • 

On dispose le calcul de la manière suivantè : 

* 
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Cube 

. 1 6 1.1 44 

64 Ra 


2 1. 6 

6 >X 3 

1er reste.... 

4 6, .4 4 

43 aoo 


46144 

64 

a* reste 

. O 

15T4T 


•77 


et l’on dit : le cube des dixaines de la racine étant des mille 
ne peut se trouver que dans les 262 mille de 2621 44 (ou sépare 
par un point les trois premiers chiffres à droite de 262144) ; le 
nombre 262 tombant entre 6* et 'j 3 , il en résulte que 262 mille 
est compris entre 6* mille et 7 3 mille; et comme ces deux der- 
niers nombres diffèrent au moins d’un mille , le nombre 262 1 44, 
composé de 262 mille plus i44 unités, est nécessairement com- 
pris entre 6 3 mille et ’f mille, c’est-à-dire entre les cubes de 
6 dixaines et de 7 dixaines; la racine cubique de 262144 est 
donc comprise entre 6 dixaines et 7 dixaines; elle est donc 
composée de 6 dixaines, et d’un certain nombre d’unités 
moindre que 10. Pour obtenir ces unités, on retranche de 
262144 ? I e cube 216 mille des 6 dixaines de la racine; le reste 
46i44 (*) ne renferme plus que trois fois le quarré des 6 
dixaines de la racine multiplié par les unités, trois fois les 6 
dixaines tnultipliées par le quarré des unités, et le cube des 
unités. Le produit de trois fois le quarré des 6 dixaines par les 
unités. étant des centaines, ne peut se trouver que d^ns les 
461 centaines du reste 4^ f 44 ( on sépare par un point les deux 
premiers chiffres à droite de ce reste) ; ces centaines renferment 
en outre les centaines contenues dans les deux dernières parties 
du cube. Or, le triple quarré des 6 dixaines est 108 centaines; 
divisant donc 461 centaines par 108 centaines, ou 461 par iu8, 
les 4 unités du quotient expriment le chiffre des unités de la 
racine ou un chiffre trop fort. Pour essayer le chiffre 4 » 00 
pourrait ôter 64 3 de 2621447 le reste zéro ferait voir que 64 est 
la racine cubique exacte de 262 i 44 < Mais, le 1“ reste 461 44 
étant égal à 2621 44 — -60 3 , on est parvenu plus simplement au 


(*) On obtient plus simplement ce reste ep retranchant de 262 ic cube rie 6 
et en écrivant la tranche i44 h la droite du reste, 46. 
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même résultat en retranchant de 4^*44 somme des trois 
dernières parties, 432 centaines, 288 dixaines, 64 unités , du 
cube de 60 -+■ 4* 

Remarque. Le raisonnement qui a servi à déterminer les 
dixaines de la racine cubique cherchée étant applicable à un 
nombre quelconque^ on en conclut que la racine cubique du 
plus grand cube contenu dans les mille d’un nombre quel- 
conque, détermine toujours les dixaines de la racine cubique 
de ce nombre. 

2* Exemple. Extraire la racine cubique de 27335g449- 

On dispose le calcul de la manière suivante : 


Cul» 2 7 3.-3 5 9.4 4 9 

a 1 6 

i' r teste... 5 7 3.5 9 
46144 

it re«te... 1 ! a 1 5 4-4 9 
1 1 a 1 5 4 4 9 

64()»Racme cubique. 

6‘ x3=?o8. 

64» X 3=12288. 

Essai 

àn chiffre 5. 
54«oo 
^5oo 
ia5 

Essai 

Hu chiffre 4- 
43ioo 
2880 

64 

Essai 

du chiffre 9. 
1 1059900 
1 55520 

3 e rçsXe... 0 

586i5 

46i44 1 

11215449 


et l’on dit : le nombre proposé ayant plus de trois chiffres , sa 
racine cubique renferme des dixaines dont le cube ne peut faire 
partie que des 273359 mille de 273359449 (on sépare par un 
point le . 3 trois premiers chiffres à droite de 27335 g 449 '- 

La racine cubique du plus grand cube contenu dans 27335g 
exprimant le nombre des dixaines de la racine cherchée , il s’agit 
de déterminer la racine cubique d’un nombre 27335g qui con- 
tient trois chiffres de moins que le nombre proposé ; à cet effet, 
on sépare par uA point les trois premiers chiffres à droite 
de 273359; la racine cubique 6 du plus grand cube contenu 
dans 275, est le 1" chiffre à gauche de la racine demandée, qui 
est par conséquent composée de trois chiffres. 

On est ainsi conduit à diviser le nombre donné en tranches 
de trois chiffres chacune à partir de la droite ( la dernière 
tranche peut contenir moins de trois chiffres ); et quand le 
nombre donné est un cube exact, le nombre des tranches in- 
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dique le nombre des chiffres de la racine cubique du cube pro- 
posé. Ce qui s’accorde avec le principe du n° i35. 

En opérant comme dans l’exemple précédent, on trouve 
(après avoir essayé les chiffres 5 et 4) que la racine cubique du 
plus grand cube contenu dans 27335g est 64, et que l’excès 
de 27335g sur 64 3 est liai 5 ; la racine cubique de 27335g449 
est donc composée de 64 dixaines , et d’un certain nombre 
d’unités exprimé par un seul chiffre. 

Pour déterminer le chiffre des unités de la racine deman- 
dée, on cherche d’abord l’excès de 27335g44g^ sur le cube 
des 64 dixaines de cette racine. On y parviendrait en ôtant 
64o 3 de 273359449, ce qui donnerait le 2 e reste Ii2i5449* 
Mais, on a trouvé plus facilement ce reste en observant que, 
d’après le calcul qui a fourni les 64 dixaines de la racine , 
l’excès de 273359 sur 64 3 étant 1 121 5, l’excès de P7335g449 
sur 640 3 peut s’obtenir en abaissant la tranche 449 à la droite 
de 1 12i5. 

Le 2* reste 1 121 5449 étant égal * 2 7335g449 — 640 3 , contient 
les trois dernières parties du cube de la racine cherchée, savoir : 
3 fois le quarré des 64 dixaines de la racine multiplié par le 
chiffre inconnu des' unités, 3 fois les 64 dixaines multipliées 
pa» le quarré des unités, et le cube des unités. Or, le triple 
quarré de 64 dixaines, qui est 12288 centaines , multiplié 
par le chiffre des unités de la racine, donnant des centaines, 
ne peut se trouver que dans les H2i54 centaines du reste 
ii2i5449 (on sépare par un point les deux premiers chiffres 
à droite de H2i5449)> ces centaines renferment en outre les 
centaines contenues dans les deux dernières parties du cube; 
divisant donc Il2l54 par 12288, les g Unités du quotient 
expriment le chiffre des ûnités de la racine , ou un chiffre plus 
grand. Pour essayer g, on pourrait ôter 64g 3 de 27335g449; 
le reste xéro ferait voir que 64g est la racine cubique exacte de 
27335g449* Mais il est plus simple d’ôter du 2' reste 1 12i5449< 
la somme des trois dernières parties, 1 io5g2 centaines , i 5552 
dixaines, 729 -unités, du cube de 64o-J-g (n° i38) ; le reste xéro 
fait voir que 64g est la racine cubique exacte de 27335g44g- 
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140. Dans tout le cours des opérations relatives à l’extrac- 
tion de la racine cubique , chaque reste est égal au nombre 
dont on cherche la racine cubique, diminué du cube de la partie 
de la racine déjà obtenue ; car on est parvenu à ce reste en 
retranchant successivement du nombre proposé, les diverses 
parties du cube du nombre obtenu à la racine. Quand cette con- 
dition n’est pas satisfaite, on a commis quelque faute de calcul. 

141. Lorsque la racine cubique d’un nombre entier tombe 
entre deux nombres entiers consécutifs, cette racine, quoiqu’elle 
existe , ne saurait être exprimée exactement par aucun nombre 
(on démontrera cette propriété comme dans le n° ni); on dit 
par ce motif qu’elle est incommensurable (n° 1 1 1 ). 

142 . Pour extraire la racine cubique d’un nombre entier 
quelconque , on opère comme si ce nombre était un cube. Quand 
le dernier reste, qui correspond au chiffre des unités de la ra- 
cine cubique , n’est pas zéro , la racine cherchée est incommen- 
surable , et le nombre obtenu à la racine exprime la racine 
cubique du plus grand cube contenu dans le nombre proposé. 

Formation du cube et extraction de la racine cubique 
des fractions et des nombres décimaux. 

ê 

143. Le cube d’une fraction s' obtient en élevant le numé- 
rateur et le dénominateur au cube ; car 


œ 3 a a a aaa a 1 

= b‘ < b > 'b~~bbb~J i ' 

1 44 • Pour trouver la racine cubique d'une fraction, il suffit 
d’extraire séparément la racine cubique du numérateur et celle 
du dénominateur. Cette règle se déduit de la précédente. 


Ainsi, ^ 64 = t/5 4 

Y' 12 D K — = 5 

y 12D 

Remarque. On peut ramener le calcul à extraire la racine 
cubique d’ un seul nombre entier , en multipliant d abord les 
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deux termes de la fraction par le quarré de son dénominateur, 
car 


y 1 ab‘ 


’/a / abb 

v / Ww-?r 

• 3 3 3 

Par exemple, ./ H = _ ŸM, 

v 2 

3 

La plus petite valeur entière approchée de \/ 44 étant 3 , la 

, . , 1 1 3. . ,i . . 

racine cubique de — est - a moins de - unité. 

^ 2 2 2 


145. Le cube d'un nombre décimal s’obtient en formant le 
cube de ce nombre , abstraction faite de la virgule , et en sé- 
parant à la droite de ce dernier cube , trois fois autant de dé- 
cimales qu’il y en a dans le nombre décimal proposé. Cela se . 
déduit de la règle donnée (n° 45) pour la multiplication des 
nombres décimaux. Le nombre des chiffres décimaux d’un 
cube est donc toujours un multiple de 3. 

Exemple. Trouver le cube de 6,4g. 

On forme le cube 2^335g449 de 649> e tl’on sépare six déci- 
males à sa droite; le résultat 273,35g449 est le cube demandé. 

146. Pour revenir du cube d'un nombre décimal à la racine 
cubique de ce cube, il suffit de calculer la racine cubique du 
nombre entier qui résulte de la suppression de la virgule dans 
le nombre donné, et de séparer ensuite autant de décimales à 
la droite de celte racine, qu’il y a cC unités dans le tiers du 
nombre des décimales du cube proposé. Celte règle se déduit de 
la précédente. 

Exemple. Calculer la racine cubique de o,ooo27335g44g. 

La racine cubique de 27335g44g> étant 64g, la racine cher- 
chée est o, 0649 . 

i 47* Pour trouver la racine cubique d’un nombre quelconque 
à moins d'un dixiéme , ou d’un centième, ou d’un millième, etc., 
d’unité , on prépare le nombre donné de sorte qu'il contienne. 
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trois décimales , ou six décimales , ou neuf décimales , etc . 

i ,r Exemple. Calculer la racine cubique du nombre... 
0,000012755427 etc., à moins d'un millième d’unité. Pour 
obtenir trois décimales à la racine cubique, il suffit d’en con- 
server neuf dans le nombre proposé; ce qui donne 0,000012755. 

s 

La plus petite valeur entière approchée de \/ 12755 étant 23, 
la racine demandée est 0,023. 

2 e Exemple. Calculer Va racine cubique de 8 ^ 55 , à moins 
d’un centième d’unité. On prépare ce nombre de manière qu’il 
renferme six décimales , ce qui donne 8755,000000; on cherche 

3 

la plus petite valeur entière approchée 2061 de \/ 8755000000; 
la racine demandée est 20,61. 

On voit que pour calculer la racine cubique d’un nombre en- 
tier, à moins d’une unité décimale d'un ordre déterminé , il 
suffit de mettre à la droite de ce nombre , trois fois autant de 
zéro qu’on veut obtenir de décimales à la racine; d’évaluer à 
moins tL’une unité , la racine cubique du nombre ainsi préparé, 
et de séparer à la droite de cette racine, le nombre de décimales 
indiqué par l’approximation demandée. 

H I 

3* Exemple. Calculer la racine cubique de — à moins d’un 

• . • 22 i 

centième d unité. On cherche lç quotient de 7 1 par 22 avec 
six décimales; ce qui donne 3,227272; la racine cubique 
de 3,227272 etc., étant 1,47 etc., la racine demandée est 1 ,47- 
En général , pour trouver la racine cubique d'une fraction , 
à moins dune unité décimale dun ordre déterminé , on calcule 
le quotient de la division du numérateur par le dénominateur 
avec le triple du nombre des décimales qu’on veut obtenir à la 
racine, et on cherche la racine cubique de ce quotient avec le 
nombre de décimales nécessaire à l’approximation demandée. 

i48. Pour approcher le plus possible de la racine cubique 
dun nombre quelconque , en ne conservant qu’un nombre dé- 
terminé de décimales, on calcule une décimale de plus à la 
racine, et l’on supprime ensuite cette décimale d’après la règle 
du n° 5i {.page 5o). 
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Des Rapports et. des Proportions. Problèmes. 


§ 1 ". Des Rapports arithmétiques et géométriques . 


149. La différence entre deux quantités est leur rapport 
arithmétique, ou par différence ; le quotient de deux quantités 
est leur rapport géométrique ou par quotient. 

Ainsi , le rapport arithmétique de a h h est a — h , 


et le rapport géométrique de a à b est -r ou a’, b. 


a et b sont les deux termes de chacun de ces rapports ; le 
1" terme a en est Y antécédent, et le 2' ternie b en est le «mi- 
séquent. 

150. l/n rapport arithmétique ne change pas lorsqu’on aug- 

mente ou qu’on diminue ses deux termes d un meme nombre ; 
car la différeiifce entre a et b est la même que la différence 
entre n + cctfr+c. . 

1 5 1. Un rapport géométrique ne change pas lorsqu on mul- 
tiplie ou qu’on divise ses deux termes par un meme nombre; car 


a an 
b bn 


et 



(n° 88). 


§ II. Des Proportions arithmétiques et géométriques. 

i 52 . La réunion de deux rapports égaux forme une ruo- 
roRTioN. Par exemple, 

l’égalité a — b=c — d, fournit une proportion arithmétique, 
que l’on écrit ainsi, a .b c . d, 

et l’égalité | détermine une proportion géométrique que 

l’on écrit de cette manière, a \ b Y, c d. 


1 • 
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Chacune de ces proportions s’énonce, 

* «■ 

a est à b comme c est à d. 

a et d sont les extrêmes, b et c sont les moyens. 

Le 4 ' terme d est une quatrième proportionnelle aux. trois 
autres termes, a, b, c. 

Quand b=sc, la proportion est dite continue, et </ est une 
troisième proportionnelle à a et b; b est une moyenne entre 
a et d. 

Proportions arithmétiques . 

i53. Les proportions arithmétiques jouissent des propriétés 
suivantes : . - • , 

**• DanS l ° ut e proportion arithmétique, la somme des ex- 
trêmes est égale à la somme des moyens ; car la proportion 
a.b'.c.d, exprime que a-b= c -d ; et cette équation donne 

, a-f-dx=b-pc. 

& P *• 

a*. Lorsque des quantités, a,b, c,d, sont telles que a+d=b+c, 
elles forment la proportion arithmétique , a.b'.c.d, 
car l’égalité a+dz=b + c donne a — b=c — d, ’ 
et cette dernière équation exprime que a. b •; c.d. * 

3°. Le quatrième terme d’une proportion arithmétique est 
égal à la somme des moyens diminuée du premier terme ; car, 
d’après (i°), la proportion a.b'.c.d , donne 

a -f- d= b -J- c, d’où d=b -pc — a. 

4 . La moyenne arithmétique entre deux quantités est égale 
à la moitié de leur somme ; car, d’après («•>, la proportion 
a. b', b.d, donne 

ib=a-\-d , d’où ù = ^(u.frf). 

Proportions géométriques . 

i54. Les proportions géométriques ont reçu ce nom, parce 
qu’on en fait souvent usage dans la Géométrie, t 


■* 
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Désormais, lorsque nous parlerons d’un rapport ou d’une 
proportion , sans en désigner l’espèce, ou devra entendre qu’il 
s’agit d’un rapport géométrique ou d’une proportion géomé- 
trique. \ 

1 °. Dans toute proportion, le produit des' extrêmes est égal 
au produit des moyens ; car la proportion 

, j . a c 

a \ b \\ cl d exprime que g = - , 

et, en chassant les dénominateurs, cette égalité donne ad = bc. 

2 °. Quand le produit de deux nombres est égal au produit 
de deux autres nombres, ces quatre nombres forment une pro- 
portion dans laquelle les deux facteurs d’un des produits sont 
les extrêmes, et les deux autres facteurs sont les moyens; car 


l’égalité ad : 


:bc donne y = d’o 
b d 


a'.bWc'.d. 


3°. Le quatrième terme d'une proportion est égal au produit 
des moyens divisé par le premier terme ; et chaque moyen s’ob- 
tient en divisant le produit des extrêmes par l'autre moyen; 

5 Jk 

car la proportion a’.b‘.\c’.d exprime que £ = * 

et cette équation donne, d=~, b=z—, c=^. ’* 

a c b 

A #■ 

4°. La moyenne géométrique entre deux nombres est égalé 
à la racine quarrée du produit de ces deux nombres j car en • 
désignant par x la moyenne géométrique entre a et b, on a 

a', x ;; x\ b ; d’où, d’après (i°), xê=xab, et x: xx^ab. 

5°. Il résulte de ( 2 °) qu’on peut faire subir à une proportion 
toutes les transformations qui n altèrent pas l’égalité entre le 
produit des extrêmes et le produit des moyens. 

Ainsi, l’égalité adz=zbc fournit les huit proportions, 

a l b y. c l d, a‘.c'.\b\d , d'.by.c'.a, d'.c'.'.b'.a , 
b î a II d : c , b \ d \\ a \ c , c'.dl'.alb , clalld'.b. 
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Les quatre premières proportions démontrent que si quatre 
nombres sont en proportion, ils le seront encore lorsqu'on trans- 
posera les moyens ou les extrêmes 

Les quatre autres proportions font voir qu’une proportion 
n'est pas troublée, quand on met les extrêmes à la place des 
moyens, et les moyens à la place des extrêmes. 

La proportion a\ b y, c d donnant b\ dy. a \ c, on voit 
que, dans toute proportion , le rapport du i cr conséquent au 
2' conséquent, est égal au rapport du i* r antécédent au 2' an- 
técédent. , . • 

6°. On peut multiplier ou diviser un extrême et un moyen 
par un même nombre, sans que la proportion cesse d’exister ; 

1 . . , , . , a e , 

car la proportion a\ b y. c ’.d , revient a ^ ^ ; d ou 

a cm a b brn 

b dm' c d dm' 


et ces dernières égalités conduisent aux proportions 
a : b : : cm ; dm , a ‘.c y. bm : dm. 

7®. Quand deux' proportions ont un rapport commun , les 
deux autres rapports forment une proportion ; car les propor» • 
lions , a ’ b y. c \ d , a \ b y. c d' , 

a c a c' , 
expriment quê ^ = ^ - , dou 


C C 

ce qui donne c ; d îî c' ; a . 

8 °. Lorsque deux proportions ont les mêmes antécedens ou 
les mêmes conséquent, les quatre autres termes forment une 
proportion ; car les proportions, a\ b y. c'. d, a b' \\ c \ d' , 

donnent £ — dou c = d~7’ h ' d " b ' 

et les proportions a b y. c d , a' \ b y. c' \ d, donnent 


( 


l 


Digitized by Google 


CHAPITRE IV. 


187 


a c a' 

b = d' b 


c b a à 

r< ' ro ' 1 i=c=7'*- a -' 


9 0 . Le I er antécédent plus eu moins un certain nombre de 
fois son conséquent, est à ce conséquent, comme le a' antécé- 
dent plus ou moins le même nombre de fois son conséquent, est 
à ce conséquent ; car la proportion, a‘. b c \d, donne 


a 

b 




a ±.nb czhnd 
b —~~d~' 


. • • ^ 

et la dernière égalité donne , a±.nb ’ b c dz nd d. 

io°. Le I er antécédent plus ou moins un certain nombre de 
fois son conséquent, est au a" antécédent plus ou moins le même 
nombre de fois son conséquent, comme le i* r conséquent est 
au a*, et comme le i* antécédent est au a*; car la proportion 

. . , ; a c „ , b a 

a'.b\\c\d, donne 7 = -j, d ou* 

o a a c 


d’ailleurs, 


adznb 

~b~ 


c±nd 

~~d~ 


(9*); donc 


adznb b 
’ cdznd d 


a 

c’ 


Donc , a±nb cdz nd b ’.d, et a±nb : cdZnd a ; c. 


ii°. Le 1" antécédent plus un certain nombre de fois son 
conséquent , est au a' antécédent plus le même nombre de fois 
son conséquent , comme le l ,r antécédent moins un nombre 
quelconque de fois son conséquent, est au a c antécédent moins 
le même nombre de fois son conséquent ; car la proportion 


a\b e\d donne - — ^ ; d’où 
0 a 


a , c. a -f- nb c+ nd a 4- nô b 


z -m=-- m , 


d ’ c-\~nd d' 
a—mb c — md a — mb b 
b d ’ c — md^d" 


a + nb a—mb .... 

Donc, — - — - = - — - — - a nb c 4- nd y. a — mb . c — md. 
c + nd c—md ’ 1 ’ 
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12°. Le i" antécédent plus ou moins un certain nombre de 
fois le 2' antécédent , est au 1" conséquent plus ou moins le 
même nombre de fois le 2' conséquent, comme chaque antécé- 
dent est à son conséquent ; car, d’après ( 5 °), la proportion 

a'.by.c'.d donne a', c ” b : d, , 
et il résulte de (io°) que cette dernière proportion conduit à 
a±nc '.b ±nd y, c ’.d y, a’ b. 

i 3 °. Le i CT antécédent plus un certain nombre de fois le 2* an- 
técédent, est au 1“ conséquent plus le meme nombre de fois le 
2' conséquent, comme le 1" antécédent moins un nombre quel- 
conque de fois le 2 e antécédent, est au 1 er conséquent moins le 
même nombre de fois le 2' conséquent; car, d’après ( 5 °) , la 
proportion a'.by.c'.d donne a’.c'.'.b'.d, 
et il résulte de (1 1°) que cette dernière proportion conduit à 

a + ne : b -\-nd t î a — me ‘.b — md. 

1 4 °. Dans une suite de rapports égaux, la somme d'un nombre 
quelconque d' antécédent, est à la somme de leurs conséquens, 
comme un antécédent est à son conséquent. En effet , soient 

a'.by.c’dy.c''.d'\ on aura 
£ = d’où, a = bq, C — dq, ceesd’q, 

a+c+c'=bq+dq+d' q—(b-\-d-{-d')q, 

Donc, a-\- c-\-c' \ b-{- d-±- d' y. a ’.b. 

i 55 . Si l’on fait m=i, n= 1, dans (9 0 ), (io°), (n°), (12 0 ) 
et (i 3 °), il en résultera les propriétés suivantes: 

l°. Le 1” antécédent plus ou moins son conséquent, est à ce 
conséquent, comme le 2* antécédent plus ou moins son consé- 
quent, est à ce conséquent. 2°. Le i" antécédent plus ou moins 
son conséquent, est au 2' antécédent plus ou moins son consé- 
quent, comme le i' r conséquent est au 2' conséquent, et comme 
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le l" antécédent est au 2 e antécédent. 3 °. La somme des deux 
premiers termes, est à la somme des deux autres, comme la 
différence des deux premiers termes, est à, la différence des 
deux autres. 4 °. La somme ou la différence des antécédens, est 
à la somme ou à la différence des conséquens, comme chaque 
antécédent est à son conséquent. 5 °. La somme des antécédens, 
est à la somme des conséquens, comme la différence des anté- 
cédens, est à la différence des conséquens. 

i 56 . Lorsqu'on multiplie les termes de plusieurs propor- 
tions les uns par les autres et par ordre , les quatre produits 
sont les termes dune nouvelle proportion. En effet, les pro- 
portions 


a b c d , d\b‘\\d\d , a" :b" y.c" :d", 


, a c d d a" c" 

expriment que j = 3 , ? = J, *»=?• 

Multipliant ces équations membre à membre, il vient 
a d a" c c' . c" ad a” ccc" 

S x £ 7>< 5 î = S x 3 7X <i"’ oa WF'^ddd'’ 


donc, aa'a" ; b b' b" ” cc'c" ; ddd".' 

15 ^. Les puissances et les racines semblables de quatre 

nombres en proportion , forment une nouvelle proportion ; car 

. , 11 a c 

la proportion, a\b\\c‘.d donnant j = on a, 




d’où 

m m 

y/b \/d 


m m mm 

V* : y/l :: y/~c : y/d. 
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£ m' Usage des proportions pour résoudre les problèmes. 

i58. Lorsqu’on aura reconnu que le rapport de deux quantités 
de même espèce (*) est égal au rapport de deux autres quantités 
de même espèce, quantités qui peuvent être d’ailleurs d’une 
autre nature que les deux premières, la proportion formée par 
l’égalité de ces deux rapports, servira à calculer la quantité 
inconnue, quand trois de ces quantités seront données. Ce 
calcul porte le nom de règle de trois. 

Règle de trois simple. 

1 er Problème. On sait que » ouvriers ont fait C mètres d’ou- 
vrage; combien a ouvriers en feront-ils ? 

Les quantités d’ouvrage faites dans les mêmes circonstances 
par des ouvriers, sont évidemment proportionnelles aux nom- 
bres d’ouvriers employés à faire ces ouvrages; c’est-à-dire, que 
si le nombre des ouvriers devient un certain nombre de fois 
plus grand, l’ouvrage exécuté par ces ouvriers deviendra le 
même nombre de fois plus grand. Si donc nous désignons par x 
le nombre de mètres demandé , le rapport des nombres et , a! 
des ouvriers, devant être égal au rapport des nombres C, x , 
des mètres d’ouvrage correspondans exécutés par ces ouvriers , 
le nombre a: de mètres cbercbé sera' déterminé par la propor- 
tion, a. : sî ; ; S x ; d’où x = — . 

« . 

Dans ce problème, la quantité d’ouvrage faite par les ouvriers 
étant d’autant plus grande qu’il y a plus d’ouvriers, on dit 
que les ouvrages exécutés par les ouvriers sont dans le rapport 
direct ou en raison directe du nombre de ces ouvriers. 


(*) On ne peut jamais établir un rapport c/u’entre deux quantités de 
même nature. Ce rapport est un nombre abstrait qni indique combien d« 
fois l’une de ces quantités est contenue dans l’antre. 


f 
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a' PaoBi.i me. On sçit que a ouvriers ont fait un ouvrage 
en £ heures ; combien * ouvriers mettront-ils d’heures à exé- 
cuter le même ouvrage? 

Le temps employé par des ouvriers pour faire un ouvrage 
est d’autant plus grand, que le nombre des ouvriers est plus 
petit ; c’est-à-tlire , que si le nombre des ouvriers devient un 
certain nombre de fois plus petit , le temps qu’ils mettront à 
exécuter la même quantité d’ouvrage , deviendra le même 
nombre de fois plus grand. On dit, par ce motif, que le nombre 
des heures employées à faire un ouvrage est dans le rapport 
inverse ou en raison inverse du nombre des ouvriers. 

Voici le raisonnement qui nous conduirà à la proportion 
de laquelle dépend la solution du problème proposé: 

Ir- , 

Puisque cl ouvriers ont fait l’uuvra|»e en C heures, 

Un ouvrier ferait cet ouvrage en « fois C heures, on en cl! heures. 

Les cl ouvriers feront donc l’ouvrage en —, heures . 

CH 

V ■ 

De sorte qu’en désignant par x le nombre d’heures cherché, 

«c * ' ; 

on a , x = - 7 . Cette expression de l’inconnue x nous apprend 


qu’on peut déterminer x en calculant le quatrième terme de la 
proportion * \ * “ S : x , que l’on forme en établissant d’abord 
les rapports * : £ ; x, entre les quantités de même espèce , 

comme dans le problème précédent, puis en égalant ces deux 
rapports après avoir renversé l’ordre des termes du premier 
rapport. 

En général : Pour établir une proportion entre un rapport 
direct et le rapport inverse correspondant , il suffit de trans- 
poser les termes de l’un de ces rapports , et d'égaler ensuite 
ce nouveau rapport à l’autre rapport. 

5 

Exemple. Combien doit-on prendre de mètres de toile à 5 , 

o 


• D 

pour servir de doublure à 3o mètres de drap « g? 


Il faut d’autant plus de mètres de toile qu’elle est moins large. 
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Or, les largeurs du drap et de la toile sont dans le rapport de 

5 

à g, ou de 6 à 5; les nombres de mètres de drap et de toile de- 
vant être dans le rapport inverse de ces largeurs , le nombre in- 
connu x des mètres de toile sera déterminé par la proportion , 
5 : 6 :: 3o : d’où * = 36. 

Ce qui s’accorde avec le résultat obtenu ( 9 e Probl ., page *j3). 

Réglé de trois composée. 

,3' Problème. On sait que « ouvriers travaillant S heures par 
jour, font en y jours , «J' mètres d’ouvrage ; combien » ouvriers 
travaillant C heures par jour, feront-ils du meme ouvrage en 
y jours ? On aura successivement égard aux nombres, 'des ou- 
vriers , des heures et des jours , ce qui conduira à résoudre les 
questions suivantes : 

« ouvriers travaillant C heures par jour, fonten y jours, /mètres ; 
combien a! ouv. trav. C heures par jour, pendant y jours, feront-ils d’ouvrage? 

Le nombre des heures et des jours ne changean t pas , on dira : 

a. ouvriers ont fait /mètres, combien a ouvriers en feront-ils? 

Le nombre de mènes cherché est le quatrième terme de la proportion 

a. . a . . / ! .r j dou m — • Ainsi. 

a ’ 

a' ouvriers travaillant C heures par jour pendant y jours , font — mètres. 

a 

Continuant à opérer de la même manière, on trouve, à l’aide de deux règles 
de trois simples , 

que a' ouvriers travail, f heures par jour pendant y jours, font mètres 

aC * 

et que les a’ ouvriers tr. C heures par jonr pendant ÿ jours, font t *' ey> mètres 

mÇy 

Ce qui s’accorde avec le résultat obtenu (9 e Probl. , page 1 42). 
Le procédé qui a fourni la solution précédente, est ce qu’on 
nomme une règle de trois composée, parce qu’il dépend de 
plusieurs règles de trois simples. 
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V 

Problèmes sur les intérêts simples et composés. 

i5g. Les solutions des problèmes relatifs aux intérêts, peu- 
vent se déduire des deux principes suivons : i°. Pendant des 
temps égaux, l'intérêt est proportionnel au capital y 2 °. L’in- 
térêt simple d’un capital est proportionnel au temps pendant 
lequel ce capital reste placé. Nous représenterons par y francs 
l’intérêt simple de 100 francs par an. 

Intérêts simples. 

• * 

4 e Problème. Combien « francs vaudront-ils dans n années? 

L’intérêt simple de ioo francs en n années étant ny francs, 
on voit que ioo francs comptant valent ioo -f- ny francs après 
n années. Par conséquent , si l’on désigne la somme cherchée 
par £ francs , on aura 

s _ + ”?)* 

IOO 


IOO : IOO 4- ny :: a : ff; d’o 


Cequi s’accorde avec le résultat obtenu (to'probl., page i43). 

Intérêts composés. 

5 e Problème. Combien le capital a. francs vaudra-t-il après 
n années , en ajrant égard aux intérêts des intérêts, d’année 
en année? L’intérêt annuel de. ioo francs étant y francs, on voit 
que ioo francs payables au commencement d’une année, valent 
ioo + y francs à la fm de cette année. Par conséquent, pour 
obtenir la valeur de « francs, à la fin de la i” année, il suffit 
de faire la proportion 

ioo : ioo 4- y « • x ; d’où x = » X ^— ° y ^. 

Pour trouver combien cette dernière somme, placée au com- 
mencement de la 2 * année, vaut à la fin de la même année, on 
pose la proportion 


ioo ; ioo 




JS 


••A 


Jf* 


t 


i3 


. L. 
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Continuant ces calculs, et désignant par C francs la valeur 
des « francs après n années , on trouvera 

ioo + y\ n 


„ /ioo+y\ n 

( 0 ...£=«X( -) • 

, ' \ IOO / 


Exemple. Soient , * — 480000 , n = 3 , y — 5 . 

La formule (1) donne £= 55566 o. Ce qui s’accorde avec le 
résultat obtenu (20* problème , page 77). # 

6' Problème. Combien « francs vaudront-ils apres S années 
et n mois, en prenant d'abord les intérêts composés dé année en 
année pendant C ans, et en prenant ensuite les intérêts simples 
pendant n mois? 

/ioo + y\£ 

On vient de voir que « fr. comptant valent m X ( — — J 

après S années. Il suffit donc de chercher combien cette der- 
nière somme vaudra, lorsqu’on l’aura augmentée de ses inté- 
rêts simples pendant n mois. 

y 

Or, l’intérêt de 100 francs par mois étant — francs, 


12 


ny 

l’intérêt de 100 francs pendant n mois est — francs. 


12 


Par conséquent, 100 francs payables à une époque, valent 


n mois plus tard , 100 4 - — francs. On obtiendra donc la va- 
r 12 

leur, S~ francs, des « francs après C années et n mois, en faisant 
la proportion 

ipo :: (too ^ : i-, d’où 

\ 100 J \ I a/ 

ër 

IOO\ 12/ \ IOO / 

1" Exemple. Soient, <* = 4 ® 0000 > £= 3 , n = 4 > y = 5 . 
La formule (2) donne J' = 564921. 

Ce qui s’accorde avec le résultat obtenu (ai * probl., page 78). 



1 
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a* Exemple. Trouver combien 564931 francs payables dans 
3 ans 4 mois valent comptant. 

On tire « fie la formule (2), et l’on y fait ^=564g2i, 
^ = 3 , /» = 4 , y = 5 ; ce qui donne <1 = 480000. 

7 e Problème, f n particulier place te francs au commence- 
ment de la 1" année, a., francs à la fin de la i r * année, « a 
francs à la fin de la 2', . . . , et enfin *„ francs à la fin de la n Um ‘ 
année ; l intérêt annuel de 1 00 francs est y francs; trouver la 
somme C francs qui sera due à ce particulier à la fin de la 
n‘^‘ année. D’après ce qu’on a vu ( page i 9 4), s i l’ on pos n 

IOO+y , , 

100 les P'acemens 

évalués à la fin de la n t>m/ année , vaudront respectivement 
ub\ Ct, b-', a n _,b, donc 

( 3 ) . . . C= *£"4 a, b"— 4 4. . . . 4 a „_ t b 4 « n . 

1 Exemple. I n particulier place a francs au commence- 
ment de la 1" année, et a francs à la fin de chaque année; 
calculer la somme G francs qui lui sera due à la fin de la 
n' ime ann ê e ' 

Pour trouver C, il suffit de supposer dans ( 3 ) que chacune 
des sommes , <«„,..., * n , est égale à *; ce qui conduit à 

S = * (&"+ A ,_, + *“-*+ • • • 4 b 4 i>. 

Or, d’apres la formule démontrée ( page 116), on a 
^*-‘ 4 .. 4 * 4 > = -J—. Donc , Q = ') . 

2 Exemple. I n particulier place « francs au commencement 
de la 1 r ' année, et prélevé ï francs à la fin de chaque année. 
Combien restera-t-il à ce particulier après n années ? 

Si l’on remplace chacune des quantités « n) p ar 

— S', la valeur correspondante de ff, déduite de (3), expri- 
mera la fortune du particulier à la fin de la n année; 011 

trouvera (4) • ■ • £ = <*/'" — ^(6_— _i) 


i 3 . 
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Scion que cette valeur de C sera positive ou nulle ou néga- 
tive, le particulier possédera C francs,' ou ne possédera rien , 
ou devra S francs, à la fin de la n ,i ’“ année. 

3 e Exemple. Un particulier qui doit a francs, voudrait s’ac- 
quitter au moyen de n paiemens égaux effectués à la fin de 
chaque année. Calculer la valeur de chaque paiement. 

On fera £=odansla formule ( 4 ), 1 ® valeur correspondante 
de «J 1 exprimera l’inconnue du problème actuel; on trouvera 




( b — l) ab n 

b *— i 


On a 


(6) ... b = 


IOO -f- y 
IOO 


4 ‘ Exemple. Un particulier qui doit une rente de 2200 f au 
capital de nooo r , voudrait acquitter en 2 ans la rente et le 
capital, au moyen de deux paiemens égaux effectués à la fin 
de chaque année. Il s’agit de trouver la valeur de chaque 
paiement. On a égard aux intérêts composés d’année en année. 

L’intérêt annuel de nooo f étânt 2200*, on en déduit que 
l’intérêt annuel de ioo francs est 20 francs- On obtiendra donc 
la valeur S ~ francs de chaque paiement, en faisant tt^nooo, 
n— 2, y=ao, dans les formules (6) et ( 5 ); ce qui donnera 
13 . 00 . Chaque paiement doit donc être de 1 200 francs. 

Et en effet : on paie 7200* à la fin de la 1" année , on devait 
2200 f pour ljf rente des iiooo* ; on n’acquitte donc que 5 ooo r 
sur le capital 1 iooo f qui se trouve ainsi réduit à 6ooo f ; on ne 
doit donc tenir compte, pendant la 2' année, que de l’intérêt 
1200* des 6ooo f qui restent dus; cet intérêt, joint aux 6ooo r , 
donne 7200', pour ce qui reste dû à la fin de la 2 e année ; le 
second paiement de 7200*, effectué à cette époque , acquitte 
donc le reste de la dette. 

Les questions de cette espèce s’appellent questions d’an— 
nui tés. 
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CHAPITRE y. 

Des Progressions et des Logarithmes . 

§*’. I Des Progressions. 

Des Progressions arithmétiques ou par différence. 

160. La progression arithmétique ou par différence est 
formée d’une suite de termes tels , que si l’on retranche de 
chaque terme celui qui le précède, on obtient une différence 
constante. Cette différence est ce qu’on nomme la raison de la 
progression. 

D’après cette définition , si l’on désigne par a le 1“ terme et 
par d la raison, le 2' terme sera a -f- d, le 3 e sera a -J- 2t/, .. . ; 
et en général, le n iime terme sera a -f- (n — 1 )d. L’ensemble de 
ces termes.s’ écrit de cette manière, 

7fl.(a + <l).(a + î‘lj.(a+ 3 <f) . (a -+- C^d ) , etc. 

Suivant que la valeur de la raison, d, est positive ou néga- 
tive, la progression est croissante ou décroissante. 

Si l’on représente le nombre des termes par n, leur somme 
par s , et le dernier terme par a> , on aura 

(1)... « = o-f (rt — 1 )d, 

s = a -f (a+<f) + (a + 2</) -f- . . . -f (a-+- (n — 1 )d}. 

La formule (t) /ait voir qu’un terme d’un rang quelconque 
est égal au premier terme augmenté d’autant de fois la raison 
qu'il y a de termes avant lui. 

11 est facile d’obtenir une expression plus simple de s; car la 
valeur de s pouvant se mettre sous les deux formes, 
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s = a -j- {a d) -f- (a -f- 2 d) + ...+ (•* — 2 d) -+- (» — d) -f- * , 

S = * + (* — d) -f-(* 2<f)+. . .+(<* -f-2<0+( a + *0 + a ; 

si l’on ajoute ces équations membre à membre, et si l’on 
observe que la somme de deux termes du même rang se réduit 
constamment à a-\-u , on verra que 2s est égal à n fois 

de sorte que l’on a (2) . . . s = ^(fl + »). 

Les équations (1) et (2), donnent le moyen de résoudre ce 
problème général : Connaissant trois des cinq quantités , a, 
d, n, ùi , s , qui entrent dans une progression arithmétique , 
déterminer les deux autres. Cette question fournit dix pro- 
blèmes dont les solutions n’offrent aucune difficulté', car on a 
toujours deux équations pour déterminer les deux parties in- 
connues, et les équations à résoudre sont du premier ou du 
second degré. Les formules relatives à ces problèmes sont réunies 
dans le tableau ci-joint. On ne doit admettre que les valeurs 
entières positives du nombre n des termes. 

i' r Problème. Insérer m moyens arithmétiques entre diux 
nombres donnés , a, a; c’est-à-dire , placer m nombres entre 
a et «, de manière que les m -f- 2 nombres qui en résultent, 
forment une progression arithmétique. 

Pour trouver ces moyens arithmétiques, il suffit de déter- 
miner la raison d d’une progression arithmétique, dont le 
premier terme est a, dont le dernier terme est «,et dont le 
nombre des termes est n = 2. L’équation (1) devient 

a = a -f- [m -J- 1 ) d \ d’où d — — — . 

m -f- 1 

Cettè expression de d , démôntre que pour obtenir la raison 
de la progression demandée , il suffit de prendre la différence 
entre les deux nombres donnés, et de diviser cette différence 
par le nombre des moyens arithmétiques augmenté de 1 . 

ExBMn.E. Insérer six moyens arithmétiques entre 2 et ?, 3 . 

On divise 23—2 par 6-f-i , c’est-à -dire 21 par 7; le quotient 
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3 exprime la raison de ia progression cherchée; (le sorte que 
cette progression est js. 5 . 8. 11 . 1^. 17.20.23. 

Les moyens demandés sont donc, 5 , 8 , 1 1 , 14, 17 et 20. 

Il résulte de la règle précédente qu’en insérant successive- 
ment un même nombre m de moyens arithmétiques entre le 
i' r et le 2' terme d’une progression arithmétique, entre le 2' 
terme et le 3 e , etc. , l’ensemble de tous ces termes forme une 
nouvelle progression arithmétique , dont la raison est égale à 
la raison de la progression primitive divisée par m i . 

Exemple. Soit la progression f 2 . 1 4 . 26, dont la raison est 
12 ; si l’on insère trois moyens arithmétiques entre 2 et 14, et 
trois autres moyens arithmétiques entre i4 et 26, ou trouvera 
la nouvelle progression, f 2 . 5 . 8 . 1 1 . j 4 - 17.20.23.26, dont 
I 2 

la raison 3 est égale à ^ ^ ^ . 

2' Problème. Connaissant, a, s et d, trouver n et ». 

On élimine a entre les équations (1) et (2), ce qui conduit 
à une équatiou du second degré, d’où l’on tire 

( 3 ) . . . n = ^ [d — 2 adz \/(d — 2 a) % -J- 8dV]. 

La formule ( 3 ) fournit deux valeurs de n ■ et la substitution 
de ces valeurs dans l’équation (()••• a =a-f-(n — 1 )d, donne 
les valeurs correspondantes de a. 

i* r Exemple. Soient, a =-{-9, d= — 2, j^.21. 

La formule ( 3 ) donne n=-f- 3 , n = -f- 7. j es valeurs corres- 
pondantes de a , déduites de l’équation (1) , sont 5 et — 3 ; 
cela détermine deux progressions qui satisfont ù la question. 

Les termes de ia première sont + 9 , -b 7 > + 5 ; 
ceux de la seconde sont -f-9, -+-7, -f- 5 , -f- 3 , +1, — 1, — 3 . 

2' Exemple. Soient, <2 = 3 , d =. 2, s =24. 

On trouve, n = 4 , n = — 6. La seule progression qui satisfasse 
à la question est donc, f3.5.7.g. 

3 ” Problème. Connaissant , a, s et d, trouvera et a. 

I .'équation (1) donne a e= a — (n — 1 )d. 
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La substitution de cette valeur de a dans (2) (page 198) 
conduit à une équation du second degré qui donne 

n = [d + 2* ±. \ y (d + 2 *)“ — 8dr]. 

2a 

Cette formule déterminera les valeurs de n, et ensuite la 
substitution de ces Valeurs de n dans la relation, a—tt-(n-i)d, 
fera connaître les valeurs correspondantes de a. 

4' Problème. Calculer la somme s, des n premiers nom- 
bres impairs i, 3, 5, 7, 9, etc. Ces nombres forment une 
progression arithmétique dont le premier terme est a = 1 , 
dont la raison d= 2, et dont le nombre des termes est n. Pour 
trouver l’inconnue s, on élimine a eqlre les équations (1), (2), 
et l’on fait a = 1 , d — 2 ; ce qui donne s = n*. 

Par conséquent, la somme des n premiers nombres impairs 
i,3, 5, 7, . . . , 2 n — 1 , est égale au quarré de n. Ainsi , 

i+3=4=a’ , i+3 + 5=9=3’ , i+3+5+7=i 6=4‘; etc. 

* 5' Problème. Calculer la somme x des quarrés des termes 
d’une progression arithmétique, dont on connaît le premier 
terme a, la raison <5\ et le nombre n des termes. Soient 
a, b , c, d,. . . . , i, k, l , les n ternies de la progression; on a 

c = 6-t-J* f d = c + S *,, . . ,À =i + J', / = A d’où 

é’ = (u -f- 1 ) > = a > -+• 3W + 3a<f» -b f? 

c’ = (l>-h<ry = l>'+ 3 W+ 3W> •+ 


= + 4- 3i*/+3if* -t-/' 

= + = -f- 3A*/4-3A<f’ -f-/ 1 . 

Ajoutant ces (n — i) équations membre à membre, et obser- 
vant que les formules (i), (2), (pages 197 et 198) donnent 

k = a + (n — 2)<T, 

fl+A+c+... + /+A=^(n — iX«+*)=~(n— 1){ 2a+(«— 2)/] , 
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on trouvera 

/)_ a 3 _|_ 3^ x — /’) -}- -^ 2 (n — i)|2a-j-(n — 2.)^ } + (« — 1)^'. 

Pour évaluer l’inconnue x en fonction des seules données , 
a,$,n, on remplacera / par sa valeur a {n — i ) , et en 
effectuant les calculs indiqués, la dernière équation conduira à 
la formule cherchée, 

(i)... x = na' + ln{n — i) ^ n * — g<^- 

Exemple. Soit proposé de calculer la somme des quarrés 
des n nombres naturels , i , 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7 , . . . , n. 

On a, a = 1 , J' = 1 , et la formule (1) donne 

(2) ... X = ^n(2n‘+ 3 n+ l)== gn(n -f- 1) (2/t + 1). 

* 161. Problème. Calculer le nombre des boulets contenus 
dans une pile pyramidale dont la base est un quarré ABCD 
{fig. 1) , ou un rectangle ABCD {fig. 2), ou un triangle équi- 
latéral ABC {fig. 3 et 4 ) J tous les boulets se touchent et sont 
de même diamètre . 

i°. Soit la pile pyramidale à base quarrée, SABCD {fig- 1). 
Les nombres de boulets contenus dans les tranches horizon- 
tales successives, à partir du sommet, sont 1 , 2\3“, 4 % etc. 
De sorte qu’en désignant par n le nombre des tranches de la 
pile, et par X„ le nombre total des boulets , on aura 

(1) ..X„= 1 + 2 3 -f'3* + . . . 4-n a = i n{n + 1) (2/1 + 1). 

Le nombre des tranches est égal au nombre des boulets du 
côté AB de la base ABCD. 

Remarque. La formule (1) donne le moyen de calculer le 
nombre'K des boulets contenus dans la pile tronquée nôcrfABCD; 
car en désignant par n' le nombre des boulets du côté ab de la 
base supérieure du tronc, on trouvera X en ôtant de la pile 
entière SABCD, la petite pile dont le côté de la base inférieure 
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contient n — 1 boulets, le nombre des boulets de cette petite 
pile s’obtiendra en remplaçant n par n'— i dans la formule (i), 
ce qui donnera 

(2). . . X = g «) (an -h 1 ) — (n — i)/i'(3Jï'— l) 1 . 

Exemple. Soient les deux piles SABCD , abcd ABCD (Gg. 1), 
dans lesquelles, n = 5 , n = 3 ; les formules (1) , (2), donnent, 
X5 = 55 , X = 5 o. Et en effet , si l’on évalue les tranches qui 
composent ces piles, on verra que 

X 5 = 1 * 4 2 1 4 3 * 4 4*4 5 » = 55 , X = 3*4 4 * 4 5 * = 5 o. 

2°. Soit proposé de calculer le nombre Y„ des boulets conte- 
nus dans la pile pyramidale rectangulaire EFABCD {Jig- 2), 
dont la base est un rectangle ABCD, et dont les faces latérales 
sont deux triangles équilatéraux EAD, FBC, et deux trapèzes , 
EFBA, EFCD. Nous désignerons par <? 4 * le nombre des bou- 
lets de la file supérieure EF, qui termine la pile; la 2* tranche 
horizontale de boulets forme un rectangle dont les côtés a' b ' , 
b'c ’ , renferment respectivement î 4 2 boulets, et 2 boulets; il 
y a donc (^4 2) X 2 boulets dans cette tranche; la 3 e tranche 
en contient (<f 43 ) X 3 , . . . ; enfin , la n iimt et dernière tranche 
ABCD renferme (J 1 -f n) n boulets; car les côtés AD, AB, con. 
tiennent n et / 4 n boulets. On a donc, 

Y„-= (J 1 4 *)X 1 4 (^ 4 * 2 ) X24(<J- 43 )X 34 - • n 

=^(1 4 2434. . . 4«) 4 (t’-(-2'4 3*4. . . 4 "’)• 

Remplaçant, t 4 2 +3 4 - • . 4 « et + î " 43 ’ 4 ' ■ 
par leurs valeurs, - n(n 4 1), g n (n 4 1) (an 4 1), 

01» trouve que ( 3 ) . . . Y„ = g n (n 4 1) ( 3 ^ 4 an 4 1). 

Dans cette formule , J' marque le nombre des boulets moins 
un de la file EF, et n représente le nombre des boulets du plus 
petit côté AD de lu base inférieure. 
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S» l’on veut exprimer T» en fonction des nombres de boulets 
des côtés, AD, AB, de la base inférieure, on désignera par m le 
nombre des boulets du côté AB ; de sorte qu’on aura n-(-J==m, 
d’oà if = m — n; la substitution de cette valeur de f dans (3) 

J * 

donnera (4)... T,=gB(n+ i) (3m — n-+- 1 ). 

Exemple. Soit la pile rectangulaire EFABCD (Jig. 2) , com- 
posée de cinq tranches horizontales de boulets. On a 

AD=n = 5 , AB=m = 8, et la formule (4) donne Ys= ioo. 

i " Remarque. Le nombre Y des boulets contenus dans une 
pile quadrangulaire tronquée abcd XBCD (fig- 2 ) , se déduit de 
la formule (4) ; car en désignant par n et m' les nombres de 
boulets des côtés, ad, ab, de la base supérieure du tronc , les 
nombres de boulets des côtés ad', a'b' , de la base de la pile 
EF a'b'cd', seront n' — 1 et m ' — 1 ; on obtiendra donc le nombre 
des boulets de cette petite pile, en remplaçant dans la formule (4), 

n et m,par n'— 1 et m' — ijcequi donne g(n' — i)n'(3m' — n — 1 ) ; 

et comme en retranchant cette petite pile de la grande pile 
EFABCD, le reste exprime le tronc de pile demandé, on aura 

(5) ...Y=g{n(n-(- i)(3m — n+ 1 ) — ( n — i)n'(3m' — n'— 1 ) j. 

Dans cette formule , n., m , n et m', sont les nombres de bou- 
lets des côtés, AD, AB, ad, ab, des bases de la pile tronquée. 

Or, AB = n—m, ab — J'-f- n = m'; donc m — n~ m' — n'. 

Cette dernière relation doune le moyen d’éliminer de la for- 
mule (5) , l’une quelconque des quantités , n, rn,n', m\ 
Exemple. Soit la pile tronquée oôcdABCD {fig. 2 ) , com- 
posée de trois tranches horizontales de boulets; on a 

n ~ AD = 5 , m=AB=8, n=ad= 3, m=ab=. 6. 

La formule (5) donne Y= 100 — i4 — 86. 

2 * Remarque. Les formules (i), ( 2 ), obtenues (i°), peuvent 
se déduire des formules analogues <4) , (5) ; car il sulïil de sup- 
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poser que les Bases rectangulaires deviennent des quarrés, ce 
qui revient à faire, m=zn, m' = n. 

, 3°. Enfin , pour calculer le nombre des boulets de la pile 

pyramidale SABC (fig. 3), terminée par un seul boulet S , et 
dont la base est un triangle équilatéral ABC, on partage cette 
pile, à partir du sommet S, en tranches horizontales repré- 
sentées (fig. 4) (*) , et l’on voit que : 


la i re tranche contient j boulet S» 

la tranche aCy en contient i< + a, ou 3, 


la 3* tranche abc en contient * i -f. j *4- 3, ou 6, 


El en gériera! , si la pile est composée de n tranches , 

f 

la (n — tranche contient i -f* a 4- 3 -f-. ■ • -f- (« — “ i ) boulets . , 

et la n ieme tranche en contient i -+• a *4* 3 -4-. . . -4- (f* — i) 4- n. 

Pour trouver le nombre Z n des boulets contenus dans ces n 
tranches, on cherche d’abord le nombre Z„_, des boulets des 
n — i premières tranches ; à cet effet, on ajoute les nombres 
de boulets de ces n — i tranches, et en réunissant les nombre*» 
placés dans chaque colonne verticale, on voit que 

Z«— i =. (/i-i) fois i 4* (/i— a) fois 2 -f» 'n-3) fois 3*4- ... | fois (n-i ) 

= n| i (n — ')} — { i* + a’ + 3*+ ••• + («— j-. 

Pour déduire Z„ de Z„_, , il suffit de supposer qu’on prend 
une tranchqde plus* ce qui revient à change* n en n-f- 1 dans 
l’expression de Z„_, j on trouve de cette manière que 

. Z„= (n-f-i) (i-f- 2 -f-3 -f- n) — 2 a -f- 3’ -f- ... -f- «“). 

V. - 

Substituant pour, i-f-2-f-3+...+n, et i 1 -f*2 1 +3' J -j-...-f-»', 

leurs valeurs -n(n-{-i), i n(n-f-i) ( 2 n j- i), on trouve 
2 b 

(6) . . . Z„ = jU (n + i) (n + a). 


(*) La figure 4 représente les cinq sections horizontales faites dans la 
pyramide SABC (fig. 3}, par des plans menés par les centres des boulets. 
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Le nombre n des tranches est égal au nombre des boulets 
contenus dans le côté AB de la base ABC de la pile SABC. 

Exemple. Soit la pile triangulaire SABC ( fig . 3 ), composée 
des cinq tranches indiquées (lig. 4)- On a n— 5 ; la formule (6) 
donne Z5 = 35 . Et en effet, on voit (fig. 4 ) que les cinq 
tranches contiennent 1 + 3 - 1-6 + 10 + i 5 ou 35 boulets. 

1" Remarque. Le nombre Z des boulets de la pile tronquée 
«ôcABC {fig. 3 ), se déduit de la formule (6). En effet, désignons 
par m le nombre des boulets du côté ab de la tranche supé- 
rieure abc ; le côté *£ de la tranche aSy immédiatement supé- 
rieure renfermant m — 1 boulets , on obtient le nombre des 
boulets de la pile SaGy en remplaçant n par m — i dans (6) ; et 
comme il suffit de retrancher cette petite pile de la pile SABC, 
pour obtenir le tronc de pile demandé, on voit que 

(7)... Z=g{«(n-|- 1) (n + 2) — (m— 1) m (m + 1)}. 

Dans cette formule, m et n sont les nombres de boulets des 
côtés, ab , AB, des deux bases du tronc. 

Exemple. Soit la pile triangulaire tronquée oôcABC {fig. 3 ) , 
composée des trois tranches, abc, a'b'c', ABC, (fig. 4 ). On a, 
m— 3 , n= 5 ; la formule (7) donne Z = 3 i. 

Et en effet, les tranches abc, a'b'c', ABC, contenant res- 
pectivement, 6, 10 et i 5 boulets, le nombre total de ces bou- 
lets est 6+io+ï5 ou 3 i. # 

2 e Remarque. Les nombres, 1+2 ou 3 , 1+2 + 3 ou 6, 

1+2+3 + 4 ou m, .... 1 + 2+3+ ... +n ou -n(n+i) 

out reçu le nom de nombres triangulaires, parce qu’ils expri- 
ment le nombre de cercles égaux et tangens que l’on peut dis- 
poser en forme de triangle {fig. 4). 

Tous les nombres triangulaires , 3 , 6, 10, i 5 , etc., se dé- 
duisent de l'expression - n (n + 1), en donnant successivement 

à n les valeurs 2 , 3 , 4 , 5 , etc. 

De même, les nombres, i-j- 3 'ou 4 » 1 + 3 + 6 ou 10, 
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i -t- 3 -f- 6 -f- 1 o ou 2 o, i4-3-f6+io-j-i5 ou 35, etc., s’ap - 
pellent nombres pyramidaux , parce qu’ils expriment le nombre 
de sphères égales et tangentes qu’on peut disposer en pyramide 
triangulaire {fi g. 3 et 4)- 

Tous les nombres pyramidaux, 4, io, 20 , 35, etc., se dé- 
duisent de l’expression g« (n+ *) (» + 2 ) deZ„, en donnant 
successivement à n les valeurs, 2 , 3, 4, 5, etc. 

A. »' 

. Des Progressions géométriques ou par quotient. 

16 a. La progression géométrique ou par quotient est formée 
d’une suite de termes tels, qu’en divisant chaque terme par 
celui qui le précède, le quotient reste constant ; ce quotient est 
ce qu’on nomme la raison de la progression. 

D’après cette définition , si l’on désigne par a le 1 " terme et 
par q la raison, le 2 e terme sera aq, le 3 e terme sera aq %... ; et 
en général, le n iime terme sera aq n ~‘. L’ensemble de ces termes 
s’écrit de cette manière, 

f i a aq aq* : ... : aq n ~'\ 

% 

et suivant que la raison q est plus grande ou plus petite que 
l’unité, la progression est croissante ou décroissante. 

Si l’on représente le nombre des termes par n, leur somme 
par s, et le dernier terme par a, on aura 

* 

• = aq n ~' , s = a + aq + aq* + . . -f* aq n ~‘. 

L’expression de * fait voir qu’un terme quelçonque s’obtient 
en multipliant le premier terme par la raison élevée à une 
puissance marquée par le nombre des termes qui le précèdent. 

Il est facile d’obtenir une expression plus simple de s; car 

j=«(i + ? + ?* + ••■ +£*“■') = ~ (p°8 e 1 ! ®)* 

a(à n O 

i63. Les équations ( 1 ). . . a — aq " ( 2 ) . . .s = — — i 

donnent le moyen de résoudre ce problème général : Connais ■ 
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sant trois des cinq quantités, a, q, n, », s, qui entrent dans une 
progression géométrique, déterminer les' deux autres. Cela con- 
duit à dix questions analogues à celles du n° 160. Les formules 
qui servent à résoudre ces questions, sont réunies dans le ta- 
bleau ci-joint. On ne peut admettre que les valeurs entières 
positives de n. 

1" Problème. Insérer m moyens géométriques 1 entre deux 
nombres donnés, a, u ; c’est-à-dire, placer m nombres entre a 
et », de manière que les m-j-2 nombres qui en résultent for- 
ment une progression géométrique. Tout se réduit à déter- 
miner la raison q d’une progression géométrique dont le pre- 
mier terme est o, dont le dernier terme est a, et dont le nombre 
des termes est n=m- (-2. L’équation 


(1 )... » = aq n ~' 1 devient » — aq " +l ; d’où q 


Wi 


Par conséquent : Pour obtenir la raison de la progression 
demandée, il suffit de calculer le quotient de la division du 
plus grand des deux nombres donnés par le plus petit, et cT ex- 
traire de ce quotient la racine du degré indiqué par le nombre 
des moyens géométriques augmenté de 1. „ 

Exemple. Insérer deux moyens géométriques entre 2 et 54 - ( 
On divise 54 par 2 , et l’on extrait la racine troisième du 1 
quotient 27 ; le résultat 3 exprimant la raison de la progres- 
sion , cette progression est fj 2 î 6 : 18 I 54 - 

De sorte que les moyens géométriques demandés sont 6 et 18. 

Il résulte de la règle précédente qu’en insérant successive- 
ment un même nombre m de moyens géométriques entre le 1 tr 
et le 2' terme d'une progression géométrique, entre le 2“ terme 
et le 3 % etc., V ensemble de tous ces termes forme une nouvelle 
progression géométrique dont la raison est égale à la racine 
m-f-i 1 *"' de la raison de la progression primitive. 

Exemplb. Soit la progression fv 1 l 27 : 729, dont la raison 
est 27 ; si l’on insère successivement deux moyens géométriques 
entre 1 et 27, et entre 27 et 729, on trouvera la nouvelle pro- 
gression h » : 3 : 9 : 27 : 81 : 243 : 729, 


H 


« 


V 

t . 
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dont la raison 3 est égale à \/ 27 . 

2' Problème Connaissant , a, s, n, trouver q et 0. 
Chacune des équations 

(3)... s=a + aq + ... + aq , ‘-', ( 2 )...s = ^—^, 

peut servir à déterminer l’inconnue q. Mais , comme une équa- 
tion est d’autant plus facile à résoudre que son degré est moins 
élevé, nous ferons usage de l’équation (3). Quand on aura 
trouvé q, la relation ( 1 ). . ,er=.aq ' t ~ 1 fournira la valeur cor- 
respondante de t>. 

Exemple. Soient, a=5, s — 35, n — 3. 

L’équation (3) devient q 1 -j- < 7=6 ; d’où q —2 et q— — 3. 
Les valeurs correspondantes de 0, déduites de ( 1 ), sont 
20 et -f- 45 ce qui détermine les deux progressions 

f?5 : 10 : 20 , ff5: — 15:+45. 

3 e Problème. Connaissant , 0, s, n, trouver q et a. 

On élimine a entre ( 1 ) et (3) , ce qui donne 

( 4 ). . .(r— •)?"-— (? , — + ÿ — 3 + . . . + y'+y + i) = o. 

Cette équation déterminera q, et les valeurs correspondantes 
dea se déduiront de la relation ( 1 ). . . 0 -=:aq n ~'. 

Exemple. Soient, 0 = 20 , .r= 35, n= 3 ; l’équation (4) 

devient 3 ÿ’ — l\q — 4 =0 '> d’où 2 et ç== — 

les valeurs correspondantes de a, déduites de ( 1 ), sont +5 et 
—J— 45 1 ce qui fournit les deux progressions 

h5: 10 : 20 , fi 4 - 45 : — 3o : 20 . 

Quand le nombre n des termes est inconnu , la valeur de n 
dépend d’une équation de la forme dans laquelle a. et G 

sont des nombres connus. La résolution de cette équation se dé- 
duira de la théorie des logarithmes que nous allons exposer. 
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§ II. Des Logarithmes. 

164. Lorsqu’on fait correspondre terme à terme deux pro- 
gressions indéfinies , l’une géométrique dont l’un des termes est 
égal à l’unité, l’autre arithmétique dans laquelle le terme zéro 
correspond au terme 1 de la progression géométrique, le sys- 
tème de ces deux progressions jouit de cette propriété remar- 
quable , que si Von multiplie entre eux plusieurs termes de la 
progression géométrique , et que l’on ajoute les termes corres - 
pondons de la progression arithmétique, le produit et la somme 
seront deux termes de ces progressions , et ces termes se cor- 
respondront dans les deux progressions . 

En effet, soient les progressions de cette espèce 

H q~ 3 : q~* : q~' : 1 : q : q* : q 3 : q* : q* : 

f ... — 3 ^ . — 2/. — O. ï . 2 <è. 3 tè. 4 ^. 5 J' 

Si l’on représente par n, n! , n" , . . . , des nombres entiers , 
positifs ou négatifs, des termes quelconques de la i r ® progres- 
sion seront de la forme q n , q n ’ ,q n " , . et les termes corres- 

pondans de la 2 e progression seront de la forme nt, riè, * 

Or, q n Xq n 'Xq H ''X. . . = 

né'-j- n «f-f- nV-f-, . . = (n -f- n'-f- n" 

et (n + n'-f n“+: ..)lest le terme de la progression arith- 
métique qui correspond au terme <7*+»'- *-»«■+-. • • ( j e | a p r0 g res _ 
sion géométrique. Le principe est donc démontré. 

D’après ce principe, pour trouver le produit de plusieurs 
termes de la progression géométrique, il suffit d’ajouter les 
termes correspondons delaprogression arithmétique; fa somme 
correspond au produit demandé. 

Exemple. Soient les deux progressions indéfinies , 

h — 5 : 3 : 1 : 3 : 9 : 27 : 81 : 243 : 729 : 2187 ' 656 i 

4 - 210-2.4. 6. 8. 10. 12. 14. 16.... 

Pour en déduire le produit des termes 3 , 27, 81, de la pro- 

«4 


s- 
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gression géométrique, il suffit d’ajouter les termes correspon- 
dais 2, 6, 8, de la progression arithmétique; la somme 16 
est un terme de cette progression , et le terme correspondant 
656 i de la progression géométrique est le produit cherché. 

De même, si l’on veut trouver le produit de 8i par j, on 
ajoutera les termes correspondans 8, — 2 , de la 2* progression ; 
la somme, 8 — 2 (n° 72) ou 6, est un terme de cette progres- 
sion, et le terme correspondant 27 de la i r ' progression est le 
produit demandé. 

1 65 . Lorsque V on compare ainsi deux progressions indéfi- 
nies, dans lesquelles le terme zéro de la progression arithmé- 
tique , correspond au terme 1 de la progression géométrique , 
les dijfèrens termes de la progression arithmétique , sont ce 
qu’on nomme les logarithmes des termes correspondans de la 
progression géométrique. 

166. H résulte de cette définition des logarithmes, et du 
principe du n° «64 , que le logarithme du produit de plusieurs 
termes de la progression géométrique, est égal à la somme des 
logarithmes de ces termes. Ainsi, dans les deux exemples pré- 
céder, le logarithme 16 à\x produit 656 i des termes 3 , 27, 81, 
de la progression géométrique , est égal à la somme des loga- 
rithmes 2, 6, 8, de ces termes, et le logarithme 6 du pro- 
duit 27 des termes 8t, 5, de la progression géométrique est 
égal à la somme 8 — 2, ou 6, des logarithmes +8, — 2, de 
ces termes (n° 72). 

«67. Cette propriété des logarithmes, qui ramène la multi- 
plication de plusieurs nombres à une simple addition, n’est 
démontrée que pour les nombres qui font partie de la progression 
géométrique. Nous allons faire voir qu’on peut étendre la même 
propriété à tous les nombres compris entre les ternes de la 
progression géométrique primitive. Pour fixer les idées , nous 
supposerons que la raison q de la progression géométrique est 
positive et plus grande que l’unité, et que la raison ï de la 
progression arithmétique est positive ; de sorte que les deux 
progressions seront croissantes. 

Si l’on insère successivement une moyenne géométrique 
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entre deux termes consécutifs de la i r * progression, et si l’on 
insère de même une moyenne arithmétique entre les termes 
successifs de la 2 e progression, on parviendra à deux nouvelles 
progressions ( pag . 199 et 207) renfermant un plus grand nombre 
de termes; opérant sur ces nouvelles progressions comme sur les 
précédentes, et continuant de la même manière, on obtiendra 
successivement des nouvelles progressions qui jouiront encore 
de la propriété énoncée (n°i66) , et dans lesquelles la différence 
entre deux termes consécutifs deviendra de plus en plus petite; 
de sorte qu’on pourra toujours pousser les calculs assez loin 
pour parvenir à deux progressions telles que la différence entre 
deux termes consécutifs quelconques soit aussi petite que l’on 
voudra. Il est donc permis de supposer, par approximation, 
que tous les nombres positifs, plus grands et plus petits que 
l’unité, font partie des termes d’une certaine progression géo- 
métrique, et que tous les nombres positifs et négatifs se trou- 
vent parmi les termes de la progression arithmétique corres- 
pondante. 

L’ensemble des termes de ces deux dernières progressions 
forme un système de logarithmes , et le nombre qui a pour 
logarithme l’unité, s’appelle la base du système. Le terme de 
la progression arithmétique, qui correspond au terme 1 de la 
progression géométrique, étant zéro, le logarithme de l’unité 
est toujours égal à zéro. 

168. D’après ce qui précède : tous les nombres positifs, plus 
grands et plus petits que runilé, ont des logarithmes ; un 
nombre positif ou négatif quelconque peut être considéré 
comme le logarithme d'un certain nombre positif, et les nom- 
bres négatifs n’ont pas de logarithmes. 

16g. Nous pouvons donc maintenant établir, pour tous les 
nombres positifs, plus grands et plus petits que l’unité, les prin- 
cipes suivans : 

i°. Le logarithme du produit de plusieurs facteurs est égal 
à la somme des logarithmes de ces fadeurs (n° 166). 

2". Le logarithme d’un quotient est égal au logarithme du 
dividende moins le logarithme du diviseur; car en désignant 
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par q le quotient de * par G, on a <t = Gq' et d’aprcs (i° ; , 
l’égalltc « — Gq , donne (*) la — lG-\-lq, d’où lq — la — IG. 

3°. Le logarithme d une fraction est égal au logarithme du 
numérateur, moins le logarithme du dénominateur. Cela ré- 
sulte de ( 2 0 ); car on peut considérer une fraction , comme in- 
diquant le quotient de la division du numérateur par le déno- 

+ • % » » 

et * 

minateur. A insi , l ^ = la — IC. 

4°. Le logarithme d’une puissance dune quantité est égal 
au logarithme de cette quantité multiplié par le degré de la 
puissance. Cette propriété se déduit de (i°) et ( 2 °); en effet, 

/*■' = l(aaa.) — la la la — 3 la , 

la~'=z l =? h — la' — o — Sla = — 3/* ; 

* 

et en général , la"' — mla , la~ m — — ml». 

5°. Le logarithme de la racine d’un certain degré d un nom- 
bre est égal au logarithme de ce nombre divisé par l’indice 
du degré de la racine que l’on veut extraire y car en posant 

n 

= on a « = ?*; et d’après (4°), l’égalité <* = £* 

l a 

donne lax^nlG, d’où IG = — . 

n 

6°. Lefrgarithme du quatrième terme d'une proportion est 
égal à la somme des logarithmes des moyens, diminuée du 
logarithme du premier terme ; car la proportion a : C ;; y ; d, 

£ 

donnant i' — —, il résulte de (i°) et ( 2 °) que 

te 

/<f= l{Gy) — la~lG -J- ly — la. 


P) Pour indiquer le logarithme d’un nombre, on place devant ce nombre 
le «igné log, ou simplement la lettre initiale l. Ainsi, chacune des expres- 
sions log 64, «4, désigne le logarithme de 64; l’expression/» 3 indique le 

logarithme de cl l £ désigne le logarithme de 
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Des Logarithmes dans le système dont la base est dix. 

170. Nous ne considérerons désormais que le système de lo- 
garithmes dont on fait usage dans les calculs numériques : il 
peut se déduire des progressions 

1 111 

H— : — : — : — :i:io: 100:1000: 10000:100000:... 

10000 1000 100 10 

’£... — 4 • — 3 . — a.— 1 .0. 1 . 2 . 3 . 4 • 5 . . ., 

en insérant successivement des moyens géométriques et arith- 
métiques entre les ternies de ces progressions (comme il a été 
indiqué n° 167), jusqu’à ce qu’on parvienne à deux progres- 
sions dans lesquelles la différence entre deux termes consécu- 
tifs quelconques soit assez petite pour qu’on puisse supposer, 
sans erreur sensible , que tous les nombres positifs font partie 
de la progression géométrique. 

171. Le système de logarithmes déterminé par ces deux 
dernières progressions , jouit des propriétés suivantes : 

i°. Le nombre qui a pour logarithme l’unité étant 10, il 
résulte de ce qui a été dit (page 21 1) , que la base du système 
de logarithmes est égale à dix. 

2°. Tous les nombres positifs plus grands que l’unité ont 
des logarithmes positifs qui sont (Fautant plus grands, que ces 
nombres sont plus grands y tous les nombres positifs moindres 
que l’unité ont des logarithmes négatifs dont les valeurs abso- 
lues sont d’autant plus grandes que les nombres sont plus pe- 
tits y et les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes. 

3 °. Les logarithmes des nombres 1 , io, ioo, 1000, 10000,... 
étant o, 1, 2, 3 , 4 c •• 

on voit que suivant qu’un nombie est compris entre 1 et i o, 
entre 10 et 100, entre 100 et 1000, etc., son logarithme tombe 
entre zéro et 1, entre 1 et 2, entre 2 et 3 , etc. > -> 1 

Par conséquent , si l’on évalue les logarithmes en décimales, 
la partie entière du logarithme d’un nombre entier ou décimal 
plus grand que l’unité, contiendra autant d" unités moins une, 
qu'il y a de chiffres dans la partie entière du nombre dont on? 
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cherche le logarithme. Cetle partie entière du logarithme est 
ce qu’on nomme la caractéristique de ce logarithme. 

4 °. Quand on connaît le logarithme d'un nombre, pour en 
déduire le logarithme du produit ou du quotient de ce nombre 
par T unité suivie de plusieurs zéro, il suffît à augmenter ou 
de diminuer le logarithme donné d’ autant d'unités qu’il y a 
de zéro à la suite de F uni té ; car le logarithme de 10 étant i , 
les propriétés du n® 169 donnent 

/(N X io") = ZN + Zi o" = ZN -\-mho — ZN + m , 

if—') = ZN — ho m = ZN — mZio= ZN — m. 

\io m y 

Réciproquement, lorsqu’on augmente ou qu’on diminue le 
logarithme d’un nombre de plusieurs unités, le résultat est le 
logarithme du produit ou du quotient de ce nombre par l’u- 
nité suivie tf un nombre de zéro égal au nombre des unités dont 
on a augmenté ou diminué le logarithme donné. Cela résulte 
des égalités 

ZN ■+• m = Z(N X io m ), ZN — 

17a. 11 résulte des propriétés du n° 169, que si l’on pouvait 
réunir dans une table tous les nombres ainsi que leurs loga- 
rithmes, cette table de logarithmes donnerait le moyen de 
remplacer les multiplications, les divisions, les élévations aux 
puissances et les extractions de racines, par des additions, 
des soustractions, des multiplications et des divisions trèa 
simples. Mais, la suite des nombres étant illimitée, et la plu- 
part des logarithmes étant incommensurables, on n’a mis dans 
les tables que des valeurs approchées des logarithmes des 
nombres entiers, depuis l’unité jusqu’à une certaine limite. On 
a calculé ces valeurs approchées par la méthode du n® 170 (*). 

(*) Les logarithmes des fractions moindres que l’unité pouvant se déduire 
des logarithmes des nombres entiers (n* 169, 3°), il a suffi d’imérer des 
moyens géométriques et arithmétiques entre les termes des progressions 
primitives, 

tî 1 : 10 : 100 ; 1000 : 10000 :. . . 
j o. 1. a. 3. $.... 


Digitized by Google 


2 l 5 


CHAPITRE V. 

Les tables de logarithmes des nombres entiers fournissent le 
moyen de trouver, par approximation, le logarithme d’un 
nombre positif quelconque ( entier ou fractionnaire, plus grand 
ou plus petit que [unité), et de déterminer à quel nombre ap- 
partient un logarithme donné. Pour la marche à suivre dans la 
résolution de ces deux problèmes , nous renverrons à la pre- 
mière partie de l’instruction qui précède la nouvelle édition 
stéréotype des Tables de logarithmes de J. de Lalande, éten- 
dues à sept décimales ( ¥ ). Ces tables contiennent les valeurs 
approchées des logarithmes des nombres entiers depuis i jus- 
qu’à ioooo ; on peut toujours en déduire la valeur du loga- 
rithme d’un nombre à moins d’une unité du septième ordre 
décimal; et réciproquement, lorsqu’un logarithme est donné, 
on peut trouver les sept premiers chiffres à partir du premier 
chiffre significatif à gauche du nombre auquel appartient ce 
logarithme (voyez l’instruction indiquée). 

Des Complémens arithmétiques. 

173. Le reste que l’on obtient en retranchant un logarithme 
de 10, est ce qu’on nomme le complément arithmétique de ce 
logarithme. Pour trouver ce complément, il suffit d ôter de 10 
le premier chiffre significatif à droite du logarithme donné, et 
de retrancher de ç) tous les autres chiffres. 

Par exemple, le logarithme de a étant o, 3 oio 3 oo, le com- 
plément arithmétique de li est 10 — o, 3 oio 3 oo ou 9,6989700. 

Pour indiquer le complément arithmétique d’un logarithme, 
nous ferons précéder ce logarithme du signe C‘. Ainsi, C'iu 
désignera le complément arithmétique du logarithme de «. 

174. Lorsqu’on doit soustraire d’un nombre donné un loga- 
rithme, et qu’au lieu d’effectuer celte soustraction, on ajoute 
au nombre donné le complément arithmétique du logarithme, 
la somme est égale au reste cherché augmenté de 10 unités ; car 


(*) Les principes établis dans les n°* Si, 169 cl 171, suffiront pour 
meure en étal de comprendre celle instruction. 
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N — Z. = N + (io — U) — io = N 4 -G‘A.— io. 


C<e principe conduit aux propriétés suivantes : 

i*. En ajoutant au logarithme du numérateur d une fraction, 
le complément arithmétique du logarithme du dénominateur , 
la somme est le logarithme de cette fraction augmenté 'de i o 
unités, car 

/ ^ = Za — IC — ht -f- (10 — IC) — 10 = lu. -4- C'IG — io. 

2°. Te logarithme du quatrième terme d une proportion peut 
s J obtenir en ajoutant à la somme des logarithmes des mojrens, 
le complément arithmétique du logarithme du premier terme, 
et en diminuant le résultat de dix unités ; car le quatrième 
terme d’une proportion est égal au produit des moyens divisé 
par le premier ferme. 

3 °. Lorsqu’au lieu de soustraire plusieurs logarithmes, on 
ajoute leurs compté mens arithmétiques, la somme que F on ob- 
tient est trop forte d autant de fois io unités que Ion a ajouté 
de complémens. 

Par exemple, soit x = — — , on aura 
mnp 

lx — lb — l {mjip) z=z lb — [Im -t-ln + Ip) 

— lb + (io — Im) + (io — In) +• (io — lp)~ io * 3 
= lb + dm ■+• dn ■+■ dp — iox3. 


Exemples de remploi des logarithmes. 

175. Nous désignerons toujours par x le nombre dout il 
s'agira de trouver la valeur approchée , et pour obtenir la plus 
grande approximation possible, nous ferons usage du prin- 
cipe établi dans le n° 5 i. 

i* r Exemple. Soit proposé de calculer le produit de 3,4567892 
par 1,23456789. 

Les logarithmes des deux facteurs sont 0,5386729 et 
0,0915149; leur somme est 0,6301878. Le nombre 41267640,. 
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auquel appartient le logarithme 0,6301878, est une valeur ap- 
prochée de a:, dont la valeur exacte est 41267640948818788 
On dispose ordinairement le calcul de la manière suivante 

log 314567891 = 015386717 
log 1113456789 = 010915149 

Somme 016301878 '= log 41167640 etc. 


2* Exemple. Déterminer le quotient de la division de 
4,267640948818788 par 3,456789a. 

Le logarithme du dividende est 0,6301878, et celui du divi- 
seur est 0,5386729. Retranchant le second logarithme du pre- 
mier, le reste o, 091 5i49exprimele logarithme de x. Le nombre 
1,234567, auquel appartient le logarithme 0,0916149, fournit 
une valeur approchée de x. Le quotient exact est 1,23456789. 

3 * Exemple. Trouver le quotient de 0,1 32678 par 0,00567 . 

Le logarithme du dividende est — 0,8772011, et celui du 
diviseur est — 2,2464169; on retranche le second logarithme 
du premier, le reste est — 0,8772011 -(-2,2464169 (n* 73), 
ou 1,3692158; le nombre 23, 4o, auquel appartient ce dernier 
logarithme, est la valeur exacte du quotient x demandé. 


4 e Exemple. Calculer le quotient x de P ar 

O11 peut effectuer le calcul des trois manières suivantes : 


Q 12 A qq8 

i°. On cherche les logarithmes des fractions ^7- ; ces 

logarithmes étant 0,2338026 et — 0,5862174, on retranche le 
second logarithme du premier; le reste est 0,8200200; le 
nombre 6,607238 etc-, auquel appartient le logarithme 
0,8200200 , est une valeur approchée de x. 

2 0 . L’expression de x étant X (n° 33 ) , on cher- 
che les logarithmes des fractions ?? 'f . , — ~ ; ces logarithmes 

5676 998 

sont 0,233802.6 et. 0 , 5862174 ; leur somme 0,8200200 exprime 
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lx, et le nombre 6,607138 etc., auquel appartient le logarithme 
0,8100200, est une valeur approchée de x. 

3 °. On a x = • P flr conséquent , pour calculer 

x , il suffit d’ajouter aux logarithmes des nombres 9724 > 384 g , 
les complémens arithmétiques des logarithmes des nombres 
5676 , 998 ; la somme , dira inuée de 2 fois I o , est 0,8200200 ; ce 
dernier nombre exprime Ix (n° 174, 3 °), et on en déduit 
x = 6,607238 etc. 

La division de 9724x3849 par 8676x998, ou de 37427676 
par 5664648, conduit à 1=6,607237 etc. 

21 

5 ' Exemple. Calculer la 14* puissance de — . 

On retranche le logarithme de 20, de celui de 21, le reste 

2 1 

0,021 18929 est le logarithme de — ; on multiplie 0,021 18929 par 

« 4 , le produit 0, 2 g 665 oo 6 exprime lx. Le nombre 1,9799307 etc., 
auquel appartient le logarithme 0,29665006, est une valeur 
approchée de x. La valeur exacte de x est 1 ,9799315 etc. 

2 

6' Exemple. Calculer la quatrième puissance de 

4 , a 

On cherche le logarithme — 1,0969100 de gg ; son quadruple 

— 4^876400 exprime lx-, le nombre 0,00004096, auquel ap- 
partient le logarithme — 4^876400, est la valeur exacte de x. 
7 e Exemple. Déterminer le cube de 0,649. 

Le logarithme de 0,649 étant — 0,1877553, le triple 
— 0 , 563265 g de — 0,1877553 exprime log x. On en déduit que 
x = o,27335g4. La valeur exacte de x est 0,273359449. 

2 

8' Exemple. Calculer la racine cubique de — . 

7899 

On retranche/2 de /789g, lè reste 3 | 5 g 654 ai affectédu signe— 

■ • *. 2 

est le logarithme de On divise — 3,5965421 par 3 , le 

quotient — 1,1988473 exprime le logarithme de x ; 011 en déduit 
x — o,o6326343 etc. 
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g* Exemple. Calculer la racine quarrie du cube de 1 2. 

On multiplie par 3 le logarithme de 12; le résultat 3,23754375 
est le logarithme de i2 s ; la moitié 1,61877187 de 3,23754375 
exprime Ix ; on en déduit x = 4 « ,56922 etc. 

10' Exemple. Calculer la racine cubique de • 

Le logarithme de étant — 4,3876400 (6' exemple) , 

le tiers — 1,4625466 de ce logarithme exprime lx\ on en dé- 
duit x = 1 0,03447096. 

1 i c Exemple. On demande combien 480000 francs vaudront 
après trois ans, en ayant égard aux intérêts composés à raison 
de 5 pour 100 par an. Si l’on compare cet énoncé avec celui 
du 5 * problème ( page ig 3 ), et si l’on désigne la somme cher- 
chée par C francs, la formule (1) ( page 194), donnera 

C = 480000 x i ‘1’°“ 

K = /480000 -J- 3 (/21 — /20) = 5,7448091 , et S — 55566 o. 

12' Exemple. Calculer combien 480000 francs placés à 5 
pour 100 par an, vaudront au bout de 3 ans 4 mois, en ayant 
égard aux intérêts composés d'année en année. Si l’on désigne 
le capital cherché par l' francs, la formule (2) ( page 194), 
donnera 

J'= 48 °oX-^-X^^^ ; d’où W'=/48oo-f/3o5-/3-f-3(/2i-f2o). 

On trouvera, li' = 5,7519877; d’où ^=564921. 

1 3 e Exemple. Calculer au bout de combien d’années le capi- 
tal 480000 francs vaudra 564921 francs. On prend les intérêts 
composés à raison de 5 pour 100 par an. 

Si l’on désigne le temps cherché par x années, la formule 
(1) ( page 194), donnera 

56492 i=48ooooxQ^ ; d’où x — ^49 ? 1 ^°°° -= 3,3 elc _ 
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La valeur de x étant comprise entre 3 et 4* le temps cher- 
ché est composé de 3 années, plus d’un oertain nombre n de 
mois qui se déduit de la formule (a) (page 194), en y faisant 
«=48oooo, y = 5, C=3, <J' = 564g2i. Cette formule donne 

564921 =48oo^i oo+—) > d’°ù n=4- 


Le temps cherché est donc 3 ans 4 mois. 

1 4 ' Exemple. Calculer combien le capital 100 francs vaudra* 
au bout d'un siècle , en prenant les intérêts composés à 5 pour 
100 par an. 

En désignant la somme cherchée par S francs, la formule (1) 
(page ig 4 ) donnera 

( O t\ ‘OO 

—J ; d’où 

fC= /100 — /20) =: 4,11 8929, et ff = i 3 i 5 o. 

i 5 e Exemple. Trouver dans combien d'années le capital 
100 francs , vaudra i 3 i 5 o francs , en prenant les intérêts, 
composés à 5 pour 100 par an. 

Si l’on désigne le temps cherché par n années , la formule (1) 
(page ig 4 ), conduira à 

_ « /aiV „ . Zi 3 i 5 o — fioo 

i 3 i 5 o= .oo X y ; d’ou n = ■ fa| ^ y — = 99,999 etc. 

La valeur exacte de n est 100. , 

16* Exemple. Le capital 100 francs vaut i 3 i 5 o francs au 
bout d’un siècle. On a égard aux intérêts composés ; il s’agit 
de calculer le taux de l’argent. 

En représentant par y francs l’intérêt annuel de 100 francs,, 
la formule ( 1 ) (page ig 4 ) donne 


. 3 i 5 o = ioo d’où 

\ IOO / 

/ioo-f“y\ /i 3 i 5 o— /100 K 

l ( )= = 0,021 i8o3 = /(i ,o5 

\ 100 / 100 f J 
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D onc 1 0< ^j~ v — i.o 5 ; cette dernière équation donne y= 5 . 
ioo 

I/argent était donc à 5 pour ioo par an. 

176. La formule l(a m ) = (la) X rn (n° 169, 4 °) , donne le 
ino>en de résoudre les problèmes sur les progressions géomé- 
triques dans lesquels le nombre des termes est inconnu. 

Par exemple, lorsqu’on connaît dans une progression géomé- 
trique, le premier terme a, le dernier terme a, et la raison q , 
la valeur du nombre n des termes se déduit de l’équation 
u — aq*~' ; car d’après les principes du n° 169, cette équation 
donne successivement 


<7»-*'=:-, /«■-' —l-, (n — 1) lq = lot — la, 
1 a ci 

lu — Ici 


l q -, d ’où (3)...n=t + 


Pour calculer la somme des n ternies de la progression 
géométrique, en fonction des données, a, ot, q, on élimine 
d’ abord n entre les équations 

= aq—\ (2 )••■* = — {püëe a ° 6) ’ 

à cet effet , on observe que la relation (1) donne o>q = aq n j ori 
remplace aq n par sa valeur o>q , et la formule (2) devient 



En général , lorsqu’on connaîtra trois des quatre quantités 
a, a, q, s, la formule ^4) déterminera l’inconnue qu’elle ren- 
ferme; et en substituant l’expression de cette inconnue, dans 
(3) , on obtiendra la valeur de n en fonction des données. 

Si les quantités connues sont <* , q et s, la relation ( 4 ) donnera 

a—o»q — (q— i)s, 


et la substitution de cette valeur de a dans ( 3 ) donnera 

. U — l [otq — (q — l)r] 
n = « + lq . 


* > 
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Combinaisons , Puissances et Fractions continues. 


§ I er . Des Combinaisons . 

ï']']. Les divers arrangemens qu’on peut former en disposant 
des quantités différentes, 2 a 2, ou 3 à 3 , ou etc., sont les 
combinaisons 2 à 2 , ou 3 à 3 , ou etc., de ces quantités. 

Ainsi, les combinaisons deux à deux des trois quantités, 
a, b, c, sont, ab, ac , ba, bc , ca , cb. 

Les quantités, a, b, c, multipliées deux à deux, ne donnent 
que trois produits différcns; car les produits, ba, ca, cb, sont 
respectivement égaux aux produits, ab, ac, bc. 

Lorsque toutes les quantités que l’on combine entrent à la fois 
dans chaque arrangement , ces combinaisons prennent le nom de 
permutations. Ainsi, les permutations du produit abc sont 

abc , acb, bac, bca, cab , cba. 

1". Occupons-nous d’abord des combinaisons de m lettres. 

Pour former toutes les combinaisons deux à deux, on met 
successivement à la suite de chaque lettre, chacune des m — 1 
autres; de sorte que chacune des m lettres occupant la première 
place, détermine m — 1 combinaisons deux à deux; le nombre 
total des combinaisons deux à deux de m lettres est donc m 
fois (m — 1) , ou m(m — 1). 

Par exemple , soit m = 4 ; on trouve que le nombre des com- 
binaisons deux à deux de quatre lettres a, b, c, d, est 4 X 3 
ou 12 ; et en effet, ces combinaisons sont 

ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, de. 

Connaissant les combinaisons deux à deux , on en déduit les 
combinaisons trois à trois, en plaçant successivement à la suite 
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de chacune des combinaisons deux à deux , chacune des m — 2 
autres lettres; l’uue quelconque des m (m — 1) combinaisons 
deux à deux donnant m — a combinaisons trois à trois qui 
commencent par cette combinaison de deux lettres, le nombre 
total des combinaisons trois à trois de m lettres est 

m (m — 1) fois (m — 2), ou m(m — 1) (m — a). 

On trouve de cette manière que quatre lettres, a, b , c, d, 
prises trois à trois , fournissent les 24 combinaisons 

abc , acb, adb , bac, bca, bda, cab , cba, cda, dab , dba, dca , 

abd, acd, adc, bad, bcd, bdc, cad , cbd, cdb , dac , dbc, dcb. 


Les combinaisons quatre à quatre se déduiraient semblable- 
ment des combinaisons trois à trois; on trouverait que leur 
nombre est m (m — 1) ( m — 2) (m — 3 ). Et ainsi de suite. 

a 0 . Passons aux permutations. 

Les permutations de deux lettres, a, b, sont ab et b a. 

Pour former les permutations, abc, acb , bac , bca, cab, cba, 
de trois lettres, a, b, c, on place successivement à la suite de 
chaque lettre, les permutations des deux autres lettres; de sorte 
que chaque lettre occupant la première place donne deux per- 
mutations de trois lettres; les trois lettres fourniront donc 3 
fois a , ou 6 permutations. 

Pour en déduire les permutations de quatre lettres, on met 
successivement à la suite de chaque lettre, chacune des six 
permutations des trois autres lettres; le nombre des permu- 
tations de quatre lettres est donc 4 fois 6 ou 24 , ou a X 3 X 4 - 

On verrait de même que le nombre des permutations de cinq 
lettres est 2 X 3 X 4 X 5 ou I20, Et ainsi de suite. 

3 ° .Le nombre des produits de m quantités prises deux à deux, 
trois à trois, etc., se déduit de ce qui précède. En effet : on 
vient de voir que m quantités donnent m (m — 1) combinai- 
sons deux à deux; d’ailleurs, un produit ab fournit deux per- 
mutations ,ab, ba-, le nombre des produits deux à deux, de m 


quantités, esldonch moiliéde m (m— 1), ou 
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Oc même, m quantités, prises trois à trois, fournissent 
m (m — 1) (m — 2) combinaisons, et chaque produit de trois 
facteurs donne 1 X 2 X 3 permutations ; le nombre des produits 

m (m — l) (m — 2) 
trois a trois de m quantités est donc — ; ■ 5 . 

ï X 2 A J 

Et ainsi de suite. 

178. Il résulte des lois indiquées par les formules précé- 
dentes, que si l’on désigne parc, le nombre des combinaisons 
n à n de m lettres, par p„ le nombre des permutations de n 
lettres , et par b n le nombre des produits n à n de m lettres, on 
aura 

= — i)(m — a)... (m — n -f- a) (m — n -+- 1), 

(2)...^ n =i X a X 3 X ... X (n— 2 ) X (n — 0 X n, 

m(m — i) (m— 2). . .(m — n +2) (m — n + 1) 

W ... ■- 1 x B x 3 x x ( B _ ,J x „ 

• * , 

5 IL De la Formation des Puissances. 

J 

i-jg. La rn iime puissance d’une quantité étant le produit de 
m facteurs égaux à cette quantité ( page 101) , on pourrait ob- 
tenir celte puissance par des multiplications successives. Mais, 
nous allons donner des règles générales qui serviront à simple 
fier les calculs. 

Puissances des monomes. 

180. r°. On obtient la m Um ' puissance d'une quantité affec- 
tée d'un exposant, en multipliant l’exposant par m ; car 

(a’) 3 = a’ X a 1 X a' = a* +,+1 = a ' * 3 = a 6 , 

(, aP)” = a * X^X^X X aP — aP+P+r* +P=aP m ' 

a°. Pour élever un produit à une puissance, il suffit <Télever 
chaque facteur à cette puissance ; car un produit ne chan- 
geant pas de valeur dans quelque ordre qu’on effectue les mul- 
tiplications (n° 81), on a 
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( abcÿt== abç X abc X abc — aaabbbccc = 

(«*) m = abxabxabx . . . . Xa6= (aaa...) X (iW . . „) z=a m b m . 


3 °. Pour former la m iim ‘ puissance du produit de plusieurs 
quantités affectées d’ exposons, on élève à la m Um ' puissance le 
coefficient numérique qui peut affecter ce produit, et F on mul- 
tiplie chaque exposant par m. Cela résulte de (2 0 ) et (i°). 


Ainsi , {Za'b*)\ — 3 <(a’)‘ (b s f = 81 a»b'°. 

4°- On trouve la m Ume puissance d’une fraction en élevant 

séparément le numérateur et le dénominateur à cette puis- 

© m a a a a aaa . . . a a m 

= 5XjX s X...Xj = jj r - ! =J = . 


5 °. Toute puissance de degré pair d’une quantité positive 
ou négative est positive, et toute puissance de degré impair 
d’une quantité a le signe de cette quantité.* Cela se déduit des 
propriétés du n° 89. Par exemple, 

(+ 3 ;(=-f- 8 i , (— -H 81, (+ ( — â) 3 = — 8. 

Il en résulte qu 'aucune- quantité élevée à une puissance de 
degré pair ne peut donner un résultat négatif 

Ai » . . ■liBii . i* v. -n . i- 

Puissances fat potynoines. 

v ' A ' "i-v . . v . ■ ' 

i8i. Nous plions d’aJbprd chercher une formule générale qui 
puisse servir à calculer direçtepient\la m Um ‘ puissance d’un 
binôme, lorsque »*désjgi»e un iiqinlqe, entiçr ppsitif quelconque. 

Les premières puissances de x -f-« suffiraient pour faire con- 
naître Ja loi des exposans dé # et de *, d*ns le développement 
de (a: -feu)"; mais on n’aperçait pas la loi des coefficiens nu- 
mériques , parce que ces coefficiens résultent des réductions 
qu’entraîne l’égalité des facteurs. * ■ * ’ 

Polir éviter ces 'réductions, nous chercherons d’abord la forme 
générale du produit de m binômes , x-f-a, x -j- b, x c, etc. 

Si l’on multiplie x -f- a par .r -f- b • on trouvera que le pro- 
duit est x u -f- (a -j- b) x -f- ab. 



x - 3 ab 

x 1 4 * ak d 

4 - ac 

+ abd 

-p ad 

+ acd 

+ bc 

+ bed 

+ bd 


+ cd 



22 g algèbre. 

Ce dernier produit , multiplié par x + c, donnera le produit 
x 3 + (a + b +c) x*4- {ab 4- ac + bc)x + abc, 

des binômes, x + a, x + b, x+c. 

Multipliant ce dernier produit par x + d, on trouvera qi 
le produit des binômes x+a, x + b, x+c, x+d, es 

art + a I .*? 4- ab I X* 4- n&C I * + 

+ & 

+ c 

+ ** 


Et ainsi de suite. . . , . 

On en déduit, par que *»»» * m */- 

n0 mes, x + a . x + i, x + c, e/e., / exposant de x dans le 

nremier terme est m , et les exposant, de x dans les termes sui- 
vant diminuent successivement d'une unité, jusqu au dernier 
terme qui ne renferme pas x, et qui peut être considéré comme 
le cochent de x», cor x°= I . La loi des coefficient de x net 
pas moins évidente : le coefficient du premier terme est l unité, 
celui du deuxième terme est la somme des seconds termes des 
binômes, U coefficient du troisième terme est la somme de tous 
les produits deux à deux de ces seconds termes, le coefficient 
du quatrième terme est la somme de tous les produits trots a 
trois des seconds termes des binômes; et ainsi de suite, jusqu au 
dernier terme qui est le produit de tous les seconds termes des 

^TsT-Pour trouver le développement de la m"”' puissance du 
binôme x + *> nous supposerons que , dans le produit 

x * + p l x"''+p.x—‘+-- ■ +Pnx *~ u + • • • + /’■»» 

.. „ , - x + k, les m seconds termes, 

des m binômes x 4- «, x + o,..., *T > 3 

a b k > deviennent égaux a «; dans cette hypothèse . 

r) Dans celle «pression, le coefficient de *’ es. J a * 

J l b+ ac+a*+ le + bd + cd,« celui de x est ,b:+aM+aed + bcd % 
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U produit (* + «)(*+*).;. {x+k) deviendra {x + a)m 

J* J 00 ?*""* P ' ^ X " _,> qui M P rimaît ,a somm « m 

seconds termes, deviendra . + « + « . etc 

ou « répété m fois, ou a/72. ~ ' ’ 

Le coefficient/»,, qu i exprimait la somme «£ 4 - ac -f etc. 
des produits deux à deux des m seconds termes, a, b,... k 
cvicn ra « + •’+ etc., c’est-à-dire répété autant de fois 
qu il y avait de produits deux à deux. Or, on a vu (n° inn 3 °' 
que le nombre des produits deux à deux, de m quantités, est 

- m (m— ,). Le coefficient/», deviendra donc - m (m — 1 ) «\ 

£:::zr dc mé ” c p>. ■*., 

— — 1 ) ( m 2 ) ..i m {m — 1 ) (m — 2) (7/2 — 3 ) 

1 • 2 •• 3 ’ 7 ; 7— 3 J- etc. 

Le développement de (x + a)"> est donc 

{■)...(*+«;»= m(n,~ i)(m— 1) . 

1 . a ^ — ; 7 — 3— «’a» -1 +elc. 

Cette formule, qui est connue sous le nom de formule du 
b, nome de Wton, sert à calculer directement les diverses 
puissances entières positives d'un binôme. 

Exemple. Soit m = 5 . La formule (1) donne 
(x + «) 5 — 0 *+ 5arl-f lo^x'-f- ioa i x'+ 5«<r+ 

Pour en déduire la cinquième puissance de 3 r , on 

x — T-jr ,, 3^ et p on t r0 n T e que cette puissance est 

32 j" 5 — 24 o^ 3 + 720^"— 1080.7-9+. 810^—243^. 

> 83 . La formule (,) jouit des propriétés suivantes : 

. . Le développement de (*+«)- contient m + , termes ■ 

.son premier terme est x-, et son dernier terme est ^ 
resuite des principes des n“* 79 et 181. 

i5. . 
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2 0 . Si l’on désigne par T,, +I le (n -f- i) 1 ' 1 "* terme du dévelop 
peinent de (x + m) m , on apra 

, , ,n m(m— i)(m— a)(m— 3)...(m — »-+-i) 

■ —■■■■—■ . . ■ 

v i . ? . 3 . 4 ( n — 1 ) * n 

Cette expression deT n+I est ce qu’on nomme le terme général 
du développement (1) de (x + a) m , parce qu’il détermine les 
termes de ce développement (à partir du second) en donnant 
successivement à n les valeurs, 1, a, 3 , 4 > 5 , etc. 

3 °. Chacun des termes du développement (1) , de (2: -f- a) m , 
peut se déduire du précédent ; car lorsqu’on change n en 
n -f- 1 , la relation (2) devient 


( 3 )... Ta.fi 


m(m — 1) fm — 2).,. [m— (n — i)l ( ni — n) 

1 . a . 3 n * (n-t- 1) * * 


et la comparaison des formules (2), ( 3 ), conduit à cette règle 
générale : Pour déduire un terme quelconque du précédent , 
multipliez le coefficient numérique du terme précédent par 
l'exposant de x dans ce terme , diminuez l’exposant de x dune 
unité , augmentez celui de a d’une unité, et divisez par T expo- 
sant de a ainsi augmenté d'une unité ; le résultat sera le terme 
demandé. 

Par exemple, le I er terme du développement de (x-t-a) 5 
étant x 5 , on déduit de la règle précédente que les autres termes 
sont 5 x'«e, ioï’ï 1 , iox** 3 , 5 x-z* et a 5 ; de sorte que 

(x + a) 5 = .r s 5x<« 1 oX 3 a“ -rf- 1 ox'cd -f- 5 xct* -f- a 5 . 

f 

4 °. Dans le développement de (3: -f- «)", les coefficiens des 
termes également dis tans du premier terme et du dernier sont 
égaux. En effet : le développement de ( x -f- a) m est de la forme 

(4). . ..r m 4-A*x*~'+B*^r m --*4-. . 

et les coefficiens. A, B, ..., B', A', sont des fonctions de M, in- 
dépendantes de x et de «. La m 1 '"' puissance de x -f -a devant 
rester la même quand on change à la fois x en et et « en x, si 
l’on fait ce changement dans (4) * le résultat 


Digitized by Google 


CHAPITRE VI. 


a2 9 

*"• -f- A xa. m ~'-\- Bx l a m— *-f- . . . + A'x m— 'a. -f- x m , 


devra être composé des mêmes termes que le polynôme ( 4 ) ; de 
aorte que les coeificiens des mêmes puissances de x seront égaux 
dans ces deux polynômes. On a donc, A=A', B = B', etc. 

184 . Pour obtenir le développement de (x — et)"*, il suffit de 
changer + «en — a, dans la formule (1), {page 227) ; ce qui 
donne 




m — f 


m(m — 1) 
1 . a 




m{m — 1 )(m — a) . 

— 1 -b etc . 
1 . a • 3 


Selon que l’exposant m est un nombre pair ou impair, le 
dernier terme est -f- et"* ou —et"*. 

i85. Toutes les puissances entières positives des polynômes 
peuvent se déduire de la formule 

(x -f- *0“ = x m -f- mecx”*-' -J- '■ — a’x"* - * -f- . . . -4- « m . 

1.2 


En effet; lorsqu’on change » en a; 4 -C, cette formule donne 

(a+«+C)-=*-+m(*+C)i— 


Or, la formule c}u binôme déterminera les puissances, 2,3, 

4, 5, , m — 1 , m , de «-)-£; on trouvera donc ainsi le 

développement de (x+ a-|-£) m . 

Changeant daus ce dernier développement, £ eu C-j-y, 
on obtiendra la m i/mr puissance de x + « + f- f-y. Et ainsi 
de suite. 

J 111. Des fractions continues. 


1 86 . On nomme fraction continue, une expression composée 
d’un nombre entier et d’une fraction qui a pour numérateur un 
nombre entier, et pour dénominateur un nombre entier plus 
une fraction • et ainsi de suite. 

Mous ne considérerons ici que des fractions continues de la 
forme particulière 


1 q" + etc. 
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dan» lesquelles, q, q' , q", etc., désigneront toujours des 
nombres entiers positifs. 

Les quantités , q , q-\-^i, q-\-~~, , * , etc., peuvent se 
mettre sous la forme de fractions ordinaires. En effet ; on a 

H- - 

Changeant dans la dernière égalité, q en q' - f- et mul- 

tipliant les deux, ternies de la fraction qui en résulte par q", on 

_ , > . _(w' + 0 9 " + 7 

T 0 ",' î+ ? + i 77 + ~ - 

El ainsi de suite. 

Les fractions, », Wf ■) x/+y 

* ï î xf+i 

ont reçu le nom de fractions convergentes ou de réduites, et 
les nombres entiers , q, q' , q" , etc. , se nomment quotiens 
incomplets; on Terra (n°‘ 189, 191, et ig 4 ) la raison de ces 
dénominations. v 

187. La comparaison des trois premières réduites conduit, 
par analogie, à cette règle générale : 

Pour obtenir les réduites successives qui correspondent à la 
fraction continue (1), écrivez les quotiens incomplets q , q" , q" , 
q ' y , etc., par ordre, sur une ligne horizontale ; calculez les deux 

première » réduites, - , ^ - , posez-les sous q 1 et q" ; mul- 

tipliez les deux termes de la 2 * réduite par q" ; les produits, 
augmentés respectivement des deux termes de la i r * réduite, 
donneront le numérateur et le dénominateur de la 3 e réduite. 
Pour obtenir la 4 ' réduite, multipliez les deux termes de la 
3 e par q"; les produits augmentés respectivement des deux 
termes de ta 2' réduite, donneront le numérateur et le dé- 


Digitized by Google 


CHAPITRE Vf. 


a3i 


nominateur de la 4 * réduite. Posez la 4 e réduite sous q" 1 ; 
la 5 ' réduite se déduira de meme des deux précédentes. Et 
ainsi de suite. 

Cette loi ayant été vérifiée pour les trois premières réduites, 

il suffit de faire voir que, si elle a lieu pour trois réduites suc- 

C C C . . G" 

cessives, -, — , —, la réduite suivante -» , se déduira des 

U « « * 

deux précédentes, d’après la même loi. 

Soient, y, y', y , les derniers quotiens incomplets contenus 
G' G" C . 

dans les réduites, — , -3 ; il faut prouver que , si 



G'y+G 


on aura 



gy + r 

«v+« 


b I • . 

Or , on obtient -= en remplaçant dans (2) , y' par y -1 — „ ; 

a. y 

et , par hypothèse , G" = C'y -f- G, * = dy -f- *■ 

Effectuant ce changement dans (2) , et multipliant les deux 

termes de la fraction qui en résulte par y”, on trouve 


r (Cy' + q y +. e _ cy + e 

~ (d y' + et) y" + a! ~ a." y” + a' - 


La formule ( 3 ) n’est donc qu’une conséquence de la for- 
mule (2). Ce qui démontre le principe énoncé. 

l88. Les relations. G"— C'y' -f- C, *"= a!y' -f- vl t font voir 
que les numérateurs et les dénominateurs des réduites succes- 
sives sont d’autant plus grands que ces réduites sont plus 
éloignées de la première. 

Remarque. La quantité positive y n’étant jamais moindre 
que l’unité , on voit que G" ne peut être moindre que G' + £, 
et que a" n’est jamais moindre que a! -f- a. Par conséquent: 
lorsque la fraction continue se prolonge indéfiniment , il est 
toujours possible de trouver une réduite assez éloignée de la 
première, pour que son numérateur et son dénominateur soient 
aussi grands qu'on voudra. 

18g. Les réduites successives sont alternativement plus 
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petites et plus grandes que la fraction continue totale y elles 
en approchent de plus en plus. En effet , soient 

* =? + 7,+...+ ^ 4=*+?+...+^ 

y >" + etc., y 

- C ■. 

On voit que, pour déduire x de — , il suffit de changer y' 

i G" 

en V H ï dans la valeur de posant donc 

y -h etc. a 1 1 

>'+£+. etc. =jr f 

Cf 4 - G 

on obtiendra x en changeant y' en y dans l’expression 

tt y ~j— et 

G" C'y I G 

de ce qui donnera (4). . . x— — , et r> i. 
a a. y -f-a. 

Sfr. , 

L’équation (4) exprime la relation qui existe entre la frac- 
tion continue totale x et les termes de deux réduites consécu- 
G G’ 

tives quelconques, -, Pour comparer les grandeurs de ces 
et et 

fractions, on met en évidence les différences entre x et chacune 

G G' 

des réduites-, Or, la relation (4) donne successivement, 

au » ’ 

a!xjr + <tx=G'jr + G, y(ct r x — G')=G—ax, 

(5)... «>(*-£) = *(;-*). 

D’ailleurs, uy et <t étant positifs, la relation (5) démontre 
que les différences, x — % , - — x, sont toujours de même 

et et 

signe ; la valeur de la fraction continue totale x est donc com- 


prise entre deux réduites consécutives quelconques, - , 


G <? 


« 7- 


. G G' 

Par exemple , si - il faudra que -, < x. 

et et 


i 


é 
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La formule (5) prouve en outre que la réduite — approche 

plus de la fraction, continue totale x, que la réduite précé- 

C ' G' G 

dente - ■ c’est-à-dire que x - x , car, les inégalités 

ct et et 

a!f>a, y^> i, donnant a.'y^>a, la relation (5) exige que 

G . 

le multiplicateur x 7 , de a! y , soit moindre que le multi- 

Ct 

plicateur - — x de a. 

Riïmahqujs. La i re réduite j étant moindre que la fraction 

continue totale x , les réduites de rang impair sont trop pe- 
tites et les réduites de rang pair sont trop grandes y et d’ailleurs, 
comme ces réduites approchent de plus en plus de x , les ré- 
duites de rang impair vont en augmentant, tandis que celles 
de rang pair vont en diminuant. 

igo. La différence entre deux réduites consécutives quel- 
conque. s-, —, est une fraction ordinaire quia l'unité pour 


numérateur. En effet , lorsque - est de rang pair, on a 

Ct 

* 

C ^ G' G" . r G' G" G 

->x, -7<x, -„>x; donc et —>-7. 

a. a. a a. a. » a 


La formule (2) , {page 23 i), donne 


C G' G'y'+G G' _ aéG—aC G G _ «'G—*C 

et" a! a!y'-\-ot e! (a!y'-\-tt)J ’ * at et etié 

Les différences entre les réduites consécutives ont donc des 
numérateurs égaux. Mais, la différence entre les deux pre- 
mières réduites, a l’unité pour numérateur; le principe est 
donc démontré. Par conséquent , a'G — aC = 1 . 

191. Les fractions convergentes , formées d’après la règle 
du n° 187, sont irréductibles ; car, si elles ne l’étaient pas,. 


I 
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il existerait un facteur commun / entre les (leux termes, a, C, 

, d’une réduite - ; or, et 6 — xC = i, (n* 190) ; i' diviserait donc 

Ct 

le premier membre et G — xG’ ; / devrait donc diviser le second 
membre 1 , ce qui n’est pas possible. 

192. Lorsqu’on prend une réduite au lieu de la fraction 
continue totale , l’erreur est moindre que C unité divisée par 
le quarré du dénominateur de cette réduite. 

En effet, la valeur de la fraction continue totale x étant 

G G' 

comprise entre deux réduites consécutives quelconques, -, —, , 


l’erreur e, commise en prenant - au lieu de x, est moindre 

que la différence entre ees réduites. 

* xx • 

Or, “ f> — —7, car a'>x; donc e < 

et 01 et et 

ig3. Pour obtenir la valeur d’une fraction continue , à moins 

de ^ d’unité, il suffit de prendre une réduite telle que son 

. ... * 
dénominateur soit plus grand que la racine quarrée de — ; car, 

V 

l’erreur commise, en prenant la réduite - au lieu de la frac- 
tion continue totale, étant moindre que il ne s’agit que de 
satisfaire à l’inégalité ^ ; d’où 

Pour remplir cette dernière condition , on continue les cal- 
cals du n° 187 , jusqu’à ce qu’on parvienne à une réduite dont 
le dénominateur a surpasse la plus petite valeur entière appro- 

ebée de la racine quarrée de 

Remarque. Lorsqu? la fraction continue se prolonge indéfi- 
niment, on peut toujours calculer sa valeur avec autant 
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d'exactitude qu’on veut ; car il résulte de la remarque du 
n° 188, qu’ou parviendra toujours à une réduite dont le déno- 
minateur sera plus grand que la racine quarrée de —, 

y 

s 

194. Pour exprimer une quantité quelconque x en fraction 
continue, calculez d'abord la plus petite valeur entière appro- 
chée q de x ; faites x = q-\~- -y sera plus grand que 1 . Cher- 

y % 

chez la plus petite valeur entière approchée q' de y, et posez 
y=f -f- Déterminez la plus petite valeur entière appro- 
chée q" de z J et ainsi de suite. La valeur de x sera exprimée 
par la fraction continue (1) ( page 229). Selon que x sera 
commensurable ou incommensurable , celte fraction continue 
se terminera ou ne se terminera pas. 

I er Exemple. Convertir une fraction irréductible - en frac- 
tion continue. 

On divise b par a, ce qui fournit un quotient entier q et un 

reste r<a; q exprime la plus petite valeur entière approchée 

, b ,, b r . 1 „ , a 

de - et Ion a -=q -\ — — q -\ — ; dou r=- T et r>i. 

a a * a * y* J r J ^ 

Divisant a par r, on obtient un quotient entier q' et un 
reste t* <C.r\ d’ailleurs, q' étant la plus petite valeur entière 
approchée de y, on a 

a 1 . r ' ». 1 ... r 

y=-=q +-=q - f-; dou *■—-,> et *>i. 

Les quoliens incomplets, q, q' , q", etc. , et les restes suc- 
cessifs, r, r, r", etc., étant les mêmes que ceux auxquels on 
serait conduit, si l’on cherchait le plus grand commun divi- 
seur entre les deux termes, a, b, de la fraction proposée , et ces 
termes étant supposés premiersentre eux , on parviendra néces- 
sairement à un reste nul ; le reste précédent sera égal à l’unité; 

et , par conséquent , la fraction irréductible ^ sera exprimée par 
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la fraction continue (i) ( page 2.2g) qui se terminera toujours. 

Remarque. Lorsqu'on veut trouver des fractions ordinaires 
plus simples qu’une fraction irréductible donnée et qui en 
approchent de plus en plus, on convertit dé abord celle frac- 
tion en fraction continue, et l’on forme les réduites successives 
(n° 187). Ces réduites jouissent de la propriété demandée. 

2' Exemple. Soit ta fraction irréductible — ;la recherche 

100000 

du plus grand commun diviseur entre ses deux termes donne 
les quotiens entiers successifs, 3 , 7, i 5 , 1, a 5 , i, 7, 4 î 
ou déduit des règles des n“ 3 ig4 et 187, que les réduites sont 

3 22 333 355 9208 g 563 76149 3 i 4 i 5 g 
i* 7 ’ 106’ 1 1 3 ’ 2931’ 3 o|) ’ 24239’ 100000’ 

D’après les propriétés du n“ 189 , les réduites de rang impair 
3 333 9208 76149 
1’ 106’ 2931’ 24239’ 

sont moindres que la fraction donnée; mais elles vont eu 
augmentant , et s’en approchent de plus en plus. 

22 355 q 563 

Les réduites de rang pair , — , - — s sont plus grandes 

'j 1 ÎO jO/| 

que la fraction donnée , mais elles vont en diminuant et s’en 
approchent de plus en plus (’). 

3 e Exemple. Soit proposé d’exprimer la racine quarrée de 
10 1 en fraction continue. 

Ou cherche la plus petite valeur entière approchée de \/ 101, 
qui est 10 ; et l’on pose 

l/joi = 10 on a X > 1 et 

*• •> ‘ 

1 ^ j 

-=\/l©l — 1°; d’oi» J— = . 

y 1/ ioi — io 

1 . - . * ' 4 T 

3i | i5q q] 355 

“) On verra, dans la Géométrie , que les fractions — — , — - font 

1 1 00000 n n 3 

y « * A .» tî * 

dc.s valeurs trè» approchées du rapport de (a circonférence au diamètre . 


Digitized by Google 


CHAPITRE VI. a 3 7 

Pour trouver la plus petite valeur entière approchée de jr, 
ou multiplie les deux termes de cette fraction par \/ loi -f- 10 ; 
et comme le produit de V^ 101 — IO P ar loi + 10 est 
(\Zioi)* — f 10 )*» ou 101 — ,00 > ou + »> on trouve 

y = \/ ioi -J- io. 

Remplaçant dans cette dernière égalité, ^ loi par sa valeur 

io + -, on a r = 2o-l-i. Or, -<Ti. 

J J y y 

La plus petite valeur entière approchée de y est donc 20. 
Cela posé : si l’on substitue successivement pour,/ sa valpur 

20 H — , dans l’expression io+ - de ^ 101 , on trouvera 

y y 


[/ I o I = 1 o -f* 


20 H 

y 


,- = ,0 + 


etc. 


20 -j — 

y 


De sorte que [/ ini est exprimé par une fractiort continue 

» • ■ . ■ • «<< 

IO + - , 'I f 

20 "4" — 1 • 

ao -j- etc- > 

qui se prolonge indéfiniment, et dans laquelle tous les quotiens 

incomplets q', q" , etc. , sont égaux à 20. 

Ixîs réduites successives , formées d’après la règle du n° 187, 

10 201 4 ° 3 ° 80801 i62oo5o 

sont - , , , q , , .. y etc. 

1 ’ 2o 401 8040 161201 

Elles fournissent des valeurs de plus en plus approchées 

de \/ 10.. „ . 1 , , 

4 e Exemple. On propose d'exprimer t/a’-f-i en fraction 

continue (a désigne un nombre eritier). 

La plus petite valeur entière approchée de \/ a‘- f- \ est a, 

car , les inégalités + 1 > a*, n* 4- 1 < e? -f- 2d,-J- 1 , 

donnent V /a ' + 1 " > V' a ‘ a 
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On fait donc y a’-j- 1 = a et l’on a jr^ i. 

On en déduit 




(l/a’+i + a) 


y/<i* + i — a — a) (l/a* •+ 1 -f-a) 


= l/a* + t+< 


Remplaçant l/a“-f- i par sa valeur a-f- - , on trouve 

J" 

j-=2a-f Or, ■-<!. 

y y 

La plus petite valeur entière approchée de jr est donc la. 
Pour obtenir l’expression de l/ a'-J-i en fraction continue, 
il suffit de substituer successivement pour y sa valeur 

2 dans la relation l/ a’-f- i=a + i; ce qui conduit à 

JT X 


i/a’+i 


-.a-\ i 

a a-i , i 

2a H 

2 a ■+■ etc. 


5 e Exemple. Soit proposé d’exprimer la racine quarrée d’un 
nombre entier quelconque N en fraction continue. 

On calcule d’abord la plus petite valeur entière approchée q 
de l/N; et en désignant par r le reste correspondant, on a 
r = N — q *, (n° uo). 

On pose {/H = q-\-^, et l’on sait que jr>i. 

On en déduit 

« l/N + q 


i/n+? _ y/N+g 

^ l/N -q (l/N-q)fyN+q) N — q‘ r * 

Substituant pour l/N sa valeur q on trouve 

jr = i(,q+L) = ?ï + JL. 

r\ 1 y J r rjr 

Or , < i . La plus petite valeur entière approchée de y 

est donc — . 
r 
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Pour exprimer en fraction continue, on instituera 

| f jV 

successivement pour y sa valeur -^2 q+yj, dans la relation 
V/N = q •+■ — , et l’on trouvera 

y 

+ r 

y ’ 27+— , r 

1 217 -I 

1 ' iq -f- etc. 

Pour que cette fraction continue se réduise à la forme (i), 
{page 229), il faut et il suffit quer = 1 ; ce qui exige que 
]* = ?’+.. 

Ç 

* ig 5 . l'ne réduite quelconque — exprime la valeur de la 

fraction continue totale x, plus exactement que toute fraction 

- dont le dénominateur serait moindre que a! . 
a 

Cette propriété ayant été démontrée (n° 189) quand - est 


une des réduites, il suffit de considérer le cas où - n’est pas 
une des réduites. 

£ . . C 

Soit - la réduite qui précède et supposons 

S C 

Je dis d’abord que la valeur de ^ ne peut tomber entre - 

C 

et — ; car , si elle y tombait, on aurait 


u - II ( 

< r ; dou 


aC — ba. a'S — aÇ' 

n — ^ — zz ? — • 


Or ,et'C — (n° igo) ; donc — — <C ~7. 

Cette dernière inégalité donne a» — 


Or , par hypothèse , — , < 1 ; on aurait donc, aC — bu i . 
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Cette dernière inégalité ne peut subsister', car, a, b , et et C 
étant des nombres entiers, il faudrait que l’on eût 
' . b C . 

a£ — ba = o , d’où - = -; ce qui est contre l’hypothèse. 

Cf 

La fraction - n est donc jamais comprise entre - et 

. . £' . 1 
On en déduit aisément que la réduite — différé moins de x 

b ' £ C 

que la fraction — . En effet, soit toujours, -7.; on aura f 
Q * et et 

. 4 ./ 4 _ * V „ ^ . 

< x <i’ x > 7 * 

: b £ £' 

La fraction — ne pouvant pas tomber entre - et il faut 

que - soit moindre que-;, ou plus grand que-. 

ù *£' £ ^ ^ C *£' b V«* 

0,1 aura » >;r ’ *>-7, - , 

a O. et et et a * 1 s « 

- £ C b 

ce qui s’écrit de cette maniéré, - > x > > -. 

et et a ' 

I r A, £' b a'4 

La relation —,j> - donne x x . 

et a u. a ; 

a*. Si - on aura ->->x>^.’ 

1 n et a a. ^ et! 

b £ b £ 

La relation - — donne x ~> - — x. 

a a a et 

- ' ? £ ' V* ' ' 

Or , on a \ u , (n° 189), que a: 7 < x; 

ç * b * 

donc , à plus forte raison , .x <" x. 

et a 

G' 

La différence enlre — et x est donc toujours moindre que la 

b , ; m( < 

différence entre -str; ce qui démontre la propriété énoncée. 
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Notions préliminaires "et définitions. Des Lignes, des 
Angles et des I igures situés dans un meme plan. 
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§ 1 er . Notions préliminaires et définitions. 
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196. Tout corps occupe une place qui constitue Y étendue 
ou le volume du corps. 

Le but principal de la Géométrie est la recherche des pro- 
priétés des corps , en n ayant égard qu'à leur étendue , c’est- 
à-dire en faisant abstraction de leur uature. . * ‘S 

On appelle surface d’un corps ce qui le limite de toutes 
parts. Ce sont les surfaces des corps qui affectent la vue et le 
toucher, et qui nous donnent une idée de leur forme. 

Lorsque deux surfaces se rencontrent , elles ont une limite 
commune ou intersection; cette intersectiou est ce qu’on nomme 
une ligne. Par exemple, les bords d’une ombre , l’intersection 
des surfaces de deux murs , sont des lignes. 

Le point est l’extrémité d’une ligue, ou bien encore la par- 
tie commune à deux lignes. 
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D’après ces définitions, un point , une ligne et une surface, 
ne peuvent exister isolément. Cependant nous nous occupe- 
rons d’abord des propriétés des lignes et des surfaces, parce 
qu’elles nous conduiront à celles des corps. 

ityj. La ligne droite est le plus court chemin d’un point 
à un autre. Cette définition est le résultat du sentiment que 
nous avons de la ligne droite. Nous concevons également , mais 
sans pouvoir le démontrer , que par deux points A et B (fig. l) 
on ne peut mener qu'une seule ligne droite AB. 

La longueur d’une droite , terminée à deux points , est la 
distance entre ces points. 

Une ligne, composée de lignes droites, est une ligne brisée ; 
et toute 1 igné qui n’est ni droite , ni composée de lignes droites, 
est une ligne courbe. 

Par exemple, ABCD (fig. i) est une ligne brisée et PQR 
est une ligne courbe. , 

La ligne droite est la plus simple de toutes les lignes. 

On dit souvent , pour abréger, une droite , une courbe, pour 
une ligne droite, une ligne courbe. 

Lorsqu’on parle de la longueur d’une ligne, courbe ou bri- 
sée, comprise entre deux points, on imagine que cette ligne a 
été tendue en ligne droite ; la distance entre les deux extré- 
mités de cette ligne, ainsi développée, donne sa longueur. 

198. La plus simple de toutes ^es surfaces est le plan. On 
nomme ainsi une surface Sur laquelle une ligne droite indé- 
finie peut s’appliquer exactement dans tous les sens. 

199. Lorsque deux droites AB , AC (fig. 2), se rencontrent 
au point A, ce point peut être considéré comme une char- 
nière sur laquelle les droites AB, AC , peuvent tourner pour 
se rapprocher ou pour s’éloigner, sans sortir du plan sur le- 
quel el lés sont tracées; dans ce mouvement, l’ouverture que 
forment ces deux lignes diminue quand elles se rapprochent , 
et augmente quand elles s’éloignent. Celte ouverture s’appelle 
un angle. Le point A d’intersectitm est le sommet de l’angle, 
et les droites AB, AC, prolongées autant qu’on le voudra, en 
sont les côtés. l\ar exemple , lorsque les deux branches d’un 
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compas, s’écartent «le plus en plus, l 'ouverture ou Y angle qu’elles 
forment, devient de plus en plus grand. 

L’angle se désigne ordinairement par les lettres BAC ou 
CAB qui indiquent les côtés, AB, AC; et l’on est convenu 
de placer au milieu la lettre A du sommet. Lorsqu’il n’y a 
qu’un angle, on le désigne ordinairement par la seule lettre 
du sommet. Ainsi , dans la figure 2 , l’angle A désigne l’angle 
formé par les «Iroites AB , AC. 

Nous verrons plus tard comment on mesure la grandeur 
des angles. Nous remarquerons, pour le moment, que cette 
grandeur ne dépend nullement de la longueur des côtés , mais 
de leur écartement. 

Lorsque plusieurs angles AOB, BOC, COD (fig. 3 ), ont des 
côtés communs OB, OC , leur somme est égale à l’angle AOD. 
On voit aussi que l’angle COA moins l’angle BOA, est «;gal 
à l’angle COB. 

Lorsqu’une droite CD (Gg. 4 ) en rencontre une autre AB, 
les deux angles ACD,.DCB , qui ont le côté CD commun, 
sont dits adjacens l'un à l’autre. 

Les deux angles COA, BOD (fig. 5 ) , dont l’un a pour pro- 
longement les côtés de l’autre , sont dits angles opposés au 
sommet. 

* I . • 5' 

200. Lorsqu’une droite CD (fig. 6) fait avec une autre AB, 

deux angles adjacens égaux ACD , BCD , on dit que CD est 
perpendiculaire à AB, et chacun des angles ACD, BCD, 
est un angle droit. . . 

Quand la somme de deux angles vgut un angle droit, 
chacun de ces anales est dit complément de l’autre. Si la 
somme de deux angles vaut deux angles droits, ces angles sont 
supplémens l’un de l’autre. 

Tout angle plus petit qu’un angle droit est dit aigu, et tout 
angle plus grand qu’un angle droit est dit obtus. 

201. Deux droites son\. parallèles, lorsque étant situées dan' 
un même plan , elles ne peuvent se rencontrer , à quelque 
distance qu’on les conçoive prolongées. 
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Quand deux parallèles AB , CD (fig. 7), sont coupées par 
une droite EF, cette sécante EF forme avec ces parallèles, 
aux points d’intersection G , H , liuit angles qui, deux à deux, 
ont reçu des dénominations particulières : on nomme angles 
intérieurs d’un meme côté, les angles AGH, CI 1 G , ou BGH, 
DBG •, angles alternes-internes , les angles AGII , GIID, ou 
CHG, HGB-, angles alternes-ex ternes, les angles AGE, DHF , 
ou CHF, EGB ; angles correspondons , les angles AGE, CHG, 
ou AGH, CHF, ou EGB, GIID, ou ÇGH, DHF. 

202. On nomme Jigure plane un plan terminé de toutes 
parts par des lignes. Quand ces lignes sont droites, la ligure 
prend le nom de Jigure rectiligne ou de polygone, et l’en- 
semble de ces lignes forme le périmètre du polygone. 

' Le polygone de trois côtés, le plus simple de tous, s’ap- 
pelle triangle , parce qu’il a trois angles ; celui de quatre côtés 
s’appelle quadrilatère ; celui de cinq, pentagone ; celui de six, 
hexagone, etc. 

On appelle triangle équilatéral celui qui a les trois côtés 
égaux; triangle isocèle, celui dont deux côtés seulement sont 
égaux; et triangle scatène , celui qui a ses trois côtés inégaux. 

On dit qu’un triangle est Rectangle quand l’un de ses angles 
est droit. Ainsi, l’angle BAC (fig. 8) étant droit, BAC est 
un triangle reclangte. Le côté BC opposé à l’angle droit s’ap- 
pelle hypoténuse. 

Parmi les quadrilatères, on distingue : le quarré (fig. 36 ), 
qui a les quatre côtés égaux et les quatre angles droits; le 
rectangle (fig. 35 ), qui a les angles droits, sans avoir les côtés 
égaux; le parallélogramme (fig. 37), qui a ses côtés opposés 
parallèles; le losange (fig. 38 ) , dont les quatre côtés sont égaux 
sans que les angles soient droits ; et enfin le trapèze (fig. 78) , 
dont deux côtés seulement sont parallèles. 

On appelle diagonale toute droite qui joint les sommets de 
deux angles non adjacens d’un polygone. 

208. Un polygone est dit convexe, lorsqu’il n’a que des 
angles s aillons. Ainsi , le polygone ABCDE (fig. 9) est con- 
vexe, et le polygone MNPQRST (fig. 10) n’est pas convexe. 
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Une propriété caractéristique du polygone convexe , c’est 
qu’une ligne droite GU (fig. 9), menée d’une manière quel- 
conque, ne peut rencontrer son périmètre ABCDE en plus 
de deux points. 

Quand nous parlerons d’un polygone, sans désigner son es- 
pèce , il s’agira toujours d’un polygone convexe. 

204. On opère sur les lignes droites comme sur les nombres 
concrets; elles sont susceptibles d'addition, de soustraction, 
de multiplication et de division. 

i°. Pour ajoutçr les deux droites AB, CD (lig. 1 1) , on tire 
une droite indéfinie LN sur laquelle 011 porte AB de L en O, 
et CD de O en P. La droite LP est la somme dee droites 
données. 

2 0 . Pour soustraire une droite ÇD {fig. 11) d’une droite AB 
plus grande que CD, on porte CD sur AB, de A en M; la 
droite BM est le reste cherché, car 

AM = CD et BM = AB — AM = AB— CD, 

3 ". Dans la multiplication, le multiplicateur étant toujours 
abstrait (n° 53 ) , on ne saurait multiplier une ligne par une- 
autre. Soit donc proposé de multiplier la droite CD (,fig. 11) 
par 3 ; cela se réduit à trouver la somme de trois lignes égales 
à CD. Ainsi, on prendra sur la droite indéfinie F.F , des 
parties EK, KG, GH , égales à CD; ou aura EH = 3 CD'; de 
sorte que EH sera le produit demandé. 

4 °. Pour diviser deux droites l’une par l’autre; c’est-à-dire 
pour trouver combien de fois la plus petite est contenue dans 
la plus grande, on porte successivement la plus petite sur la 
plus grande, jusqu’à ce que la ligne pestante soit moindre que 
la plus petite des deux lignes données. 

Par exemple, soient EF et CD (lig. 11) les deux droites 
données, et supposons qu’après avoir porté CD sur EF, de E 
en K, de K en G, et de G en H, le reste HF soit moindre 
que CD, on aura EF = 3 CD + HF; de sorte que EF con- 
tiendra 3 fois CD avec un reste HF moindre que le divi- 
seur CD. Le quotient entier de EF par CD est 3 . 
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Nous verrons par la suite, comment on peut diviser une 
droite par un nombre abstrait ; c’est-à-dire , comment on peut 
diviser une droite en un nombre donné de parties égales. 

2o5. Mesurer une droite EF (fig. 1 1) c’est chercher combien 
de fois une droite CD , prise pour unité de longueur , est con- 
tenue dans la droite EF. Si cette unité de longueur n’est pas 
contenue exactement dans la droite EF, on obtiendra pour 
reste une partie HF de EF , moindre que l’unité CD; et l’on 
mesurera ce reste avec une subdivision de l’unité. 

Par exemple , si l’on a choisi le mètre pour unité de lon- 
gueur, on mesurera le reste avec le décimètre , le nouveau 
reste avec le centimètre, et ainsi de suite; de cette manière 
on exprimera la longueur de la droite donnée, en mètres, en 
décimètres, en centimètres, etc. 

Quand on parviendra à un reste nul , le dernier diviseur 
(le centimètre, par exemple), sera contenu exactement dans 
la droite donnée et dans le mètre ; de sorte que la droite 
donnée sera une partie déterminée du mètre. Le centimètre 
sera le plus grand commun diviseur entre la droite donnée et 
le mètre. i ~ 

Il pput se faire que quelque petite que soit la subdivision 
de l’uuitc, à laquelle on s’arrête, on arrive toujours à un 
reste. Mais, comme les restes vont en diminuant, et comme 
on peut toujours pousser assez loin les divisions,, pour par- 
venir à un reste aussi petit qn’on veut, l’erreur que l’on com- 
mettra en négligeant ce reste , pourra être considérée comme 
à peu près nulle. 

En général, pour trouver le plus grand commun diviseur 
de deux droites AB, CD (fjg. 12), c’est-à-dire pour détermi- 
ner la plus grande droite qui soit contenue exactement dans 
AB et CD, on suit le procédé du n° 22; on divise la plus 
grande AB par CD ; si la division se faisait sans reste , CD 
serait le plus grand commun diviseur. Supposons que CD 
soit contenu 2 fois dans AB , avec un reste EB moindre que 
CD; on aura AB = 2CD -f- EB; on divisera CD par EB ; sup- 
posons que EB ne soit contenu qu’une fois dans CD avec le 
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reste FD moindre que EB; on aura CD = EB- 4 -FD. Suppo- 
sons enfin que FO soit contenu a. fois juste dans EB , on au in 
EB = 2FD; et par suite, les égalités précédentes 

CD = EB FÜ> , AB = aCD -f- EB , dounant 
CD = 3 FD , AB == 2CD + EB = 6FD + 2FD = 8FD , 

on voit que les droites AB, CD , sont dans le rapport de 8 à 3 . 

La ligne FD ést la plus grande droite qui divise exactement 
AB et CD. 

Lorsqu’en cherchant ainsi le plus grand commun diviseur 
entre deux droites données, on trouve constamment des restes, 
il n’existe pas de plus grand commun diviseur; ce qu’on ex- 
prime en disant que les droites n’ont pas de commune me- 
sure, ou qu’elles sont incommensurables. 

Explication de quelques ternies employés en Géométrie. 

206. Un axiome est une vérité évidente par elle-même. 

Un théorème est une vérité qui ne devient évidente qu’au 
moyen d’un raisonnement fondé sur des vérités déjà rigoureu- 
sement établies. 

Un problème est une question à résoudre. 

Les théorèmes et les problèmes sont compris sous la dé- 
nomination générale de propositions. 

Un lemme est une proposition qui sert de préparation à 
une autre. 

Un corollaire est une conséquence immédiate d’une ou de 
plusieurs propositions précédentes. 

Une scholie est une remarque. 

Tout théorème renferme deux parties, savoir : Yhypothèse 
ou supposition , et la conclusion , qui en est Ja conséquence. 
Si l’on prend la conclusion pour l’hypothèse, et l’hypothèse 
pour la conclusion, on forme ce qu’on appelle la proposition 
inverse, ou la réciproque du théorème. La réciproque d’un 
théorème 11’est pas toujours vraie. 
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^ II. Des droites qui se neneoritrent et des angtcs qu’elles 
forment entre elles. 

207. Théorème. Par un point C (fig. i 3 ) donné sur une 
droite AB , on ne peut mener qu’une seule perpendiculaire CD 
à cette droite. 

En effet, CD étant perpendiculaire à AB, .les deux angles 
ACD, BCD, sont égaux entre eux (n° 200) ; et toute autre 
droite CE formera avec AB deux angles ACE, BCE, qui se- 
ront nécessairement inégaux , car l’angle ACE est plus grand 
que ACD, ou que son égal BCD, et l’angle BCE est plus 
petit que BCD. Donc, les angles ACE, BCE, sont inégaux , 
et par conséquent la droite CE n’est point perpendiculaire 
à AB. 

Corollaire. Tous les angles droits sont égaux. En effet , 
soient ACD et EGH (fig. i 4 ) deux angles droits; on pourra 
toujours porter EF sur AB , de manière que le point G tombe 
eu C; les droites GH , CD , devront alors coïncider, puisqu’elles 
passent parle même point et qu’elles sont perpendiculaires 
à la même droite. 

Remarque. L’angle droit étant une quantité constante , peut 
servir d’unité de mesure pour les autres angles ; et si on le 
représente par 1 , la fraction f représentera un angle aigu 
compris sept fois dans l’angle droit, et $ désignera les 4 d’un 
angle droit. . < • 

208. Théorème. Si , par un point C (fig. i 5 ), pris sur la 
droite AB, on mène du même côté de celte droite plusieurs 
' autres droites CD, CE, CF, la somme des angles ACD, DCE, 
ECF, FCB, sera égale à deux angles droits. 

En effet, élevez sur AB la perpendiculaire CG. Vous for- 
merez deux angles ACG , GCB , dopt la somme sera égale 
à deux angles droits. Or, ces deux angles se composent des 
angles ACD , DCE , ECG , GCF , FCB ; et comme on peut 
substituer l’angle ECF anx deux angles ECG, GCF, qui ont 
ja perpendiculaire pour côté commun , il s’ensuit que la gomme 
des quatre angles vaut deux angles droits. 
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i ,r Corollaire. Lorsqu'une droite en rencontre une autre, 
elle fait avec celle-ci deux angles . adjacens dont la somme 
est égale à deux angles droits. . 

2' Corollaire- Si l’un de» angles adjacens est droit , Pautre 
l’est aussi. Par conséquent, si une droite DE (fig. 16) est per- 
pendiculaire à AB, réciproquement AB est perpendiculaire 
à DE. 

3 ' Corollaire (fig. 17). La somme de tous les angles for- 
més par les droites CA, CB, CD, CE, qui se rencontrent en un 
point, est égale à quatre angles droits. Car, si l’on mène par 
le pointC de rencontre une droite, quelconque MN, on aura 

MCB -f- BCA -f- ACN = a angles droits , •„ : , • 

MCD -+• DCE -f- ECN 2 angles droits. 

Ajoutant oes égalités , et observant que 

MCB + MCD — BCD , ACN -f- ECN = ACE 

enverra que la somme des angles BCD, DCE, ECA, ACB, 
est égale à quatre angles droits. . . '■ ■ 

209. Théorème. Si deux atigles adjacens ACD , BCD (fig. 4 ) 
valent ensemble deux angles droits , les côtés extérieurs AC , 
CB, sont en ligne droite. 

Eu effet, la ligne AC prolongée formant avec la droite 
CD deux angles adjacens dont la somme est .égale à deux ^ngles 
droits (n° 208 , I er coroll.) , si CB tombait au-dessus ou au-des- 
sous de ce prolongement, on aurait la somme des angles ACD , 
DCB , plus petite ou plus grande que deux angles droits j ce- 
qui est contre l’hypothèse. . • 

Corollaire. Deux droites -qui Ont deux points communs ne 
forment qu'une seule et même ligne droite; car autrement, 
en élevant au point de séparation de ces deux droites une 
perpendiculaire à la partie commune, cette droite serait aussi 
perpendiculaire aux deux pnolongemens (n° 208, 1” coroi I.) , 
ce qui 'est impossible. • 
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210. Théorème. Lorsque deux droites AB, CD (fig. 5 ) , 
se coupent, les angles BOC, AOD, et AOC, BOD, oppo- 
sés au sommet , sont égaux. 

En effet, AOB étant une ligne droite, les angles COA , COB 
sont adjacenset l’on a (n° 208, 1" coroll.) 

angle COA -j- COB = 3 angles droits ; 
de même CD étant une ligne droite, on a aussi 
.* . angle COA AOD — 2 angles droits. 

Donc , 1 angle COA COB a= COA 4 * AOD ; 

et par conséquent l’angle COB = AOD. 

On démontrerait de même que l’angle AOC = BOD. 

§ III. Des parallèles, et des angles dont les côtés sont 
■ ■ parallèles. 

211. Depuis Eucude jusqu’à nos jours, on a cherché inu- 
tilement à donner une théorie rigoureuse des parallèles, c’est- 
à-dire à établir, par une démonstration, les relations néces- 
saires et suffisantes qui doivent exister entre les'angles que 
font deux droites, avec une troisième .qui les coupe , pour 
que ces deux droites soient parallèles. Pour vaincre cette diffi- 
culté, les auteurs des divers Traités de Géométrie sont obli- 
gés d’aJmettre certains principes comme une vérité .incon- 
testable. 

Nous admettrons comme évident le théorème suivant : 

Théorème. Par un point donné on ne peut mener qu’pne 
seule'paraltèle à une droite donnée. 

212. Théorème. Deux droites AB, CD (fig. 7), qui étant 
coupées par une troisième EF, ont les angles correspondons 
AGH, ÇHF égaux, sont parallèles. 

En effet , l’égalité des angles AGH , CHF , entraîne celle 
des anglev EGB, GHD (n“ 210). De plus, si les droites GA, 
HC pouvaient se rencontrer au-dessus de EF, leurs prolon- 
gement GB, HD, se rencontreraient nécessairement au-de.v— 
sous dp EF, puisque ces deux droites sont situées absolument 
de la même manière, au-dessus et au-dessous de la sécante EF-, 
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donc, AB et CD, se rencontreraient en dèux points, et ne 

feraient qu’une seule droite (n° 209, coroll.) ; ce qui est 
contre l'hypothèse. Donc, les droites AB, CD, sont parallèles. 

i* r Corollaire. Lorsque deux droites forment avec une 
troisième deux angles intérieurs dont la somme est égale à 
deux angles droits, ou, ce qui revient au même, quand les 
angles alternes-inlernes , ou altemes-exlemes sont égaux’, ces 
deux droites sont parallèles ; car ces égalités entraînent celles 
des angles correspondarfs. 

2 e Corollaire. Deux droites perpendiculaires à une troi- 
sième , sont parallèles. 

213. Théorème. Deux droites AB, CD (Cg. 18), qui étant 
coupées par une troisième EF, ont les angles correspondons 
AGIT, CHF inégaux , ne sont pas parallèles. 

En effet , soit angle CHF }> angle AGF ; on pourra me- 
ner par le point H une droite NK, qui fasse avec EF un angle 
KHF égal à l’angle AGH; et NK sera parallèle à AB (n° 212). 
Donc , CD n’est pas parallèle à AB (n° 21 r). 

Remarque. Lorsque les angles correspondans sont inégaux , 
la somme des angles intérieurs AGH , CHG, est plus petite 
ou plus grande que deux angles droits. 

214. Théorème. Deux droites parallèles , coupées par une 
troisième , font avec celle-ci des angles correspondans égaux. 

Car, si les angles correspondans étaient inégaux , les droites 
ne seraient pas parallèles ( n° 2 1 3 ) ; ce" qui est contre l’hj- 
pothèse. 

i* r Corollaire. Lorsque deux droites parallèles sont cou- 
pées par une droite , les angles alternes-inlernes sont égaux, 
ainsi que les angles alternes- externes, et la somme des angles 
intérieurs d’un même côté de la sécante est égale à deux 
angles droits. 

2' Corollaire. Deux droites parallèles à une troisième 
sont parallèles entre elles. Car, si l’on mène une perpendi- 
culaire à la troisième droite, elle sera qn même temps per- 
pendiculaire aux deux autres. 
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. ai 5 . Théorème. Deux angles ABC, DEF ( fig. 19) sont 

égaux , lorsqu'ils ont les côtés parallèles chacun à chacun 
et. dirigés dans le meme sens. 

En effet, prolongeons DE jusqu’à la rencontre deBCenG; 
les droites AB, DG, étant parallèles, l’angle ABC = DGC 
(n° 214 ) ; mais à cause des parallèles BC , EF, on a l’angle 
DGÇ = DEF. Donc , l’angle ABC = DEF. ' 

Remarque. O11 met dans cette proposition la restriction que 
les côtés des deux angles soient dirigés dans le meme sens, 
parce que s’il n’en était pas ainsi , ces deux angles pourraient 
ne plus être égaux , comme on le voit à l’égard des angles 
ABC , DEH, qâi valent ensemble deux angles droits. 

§ IV. Somme des angles d’un triangle et d’un polygone. 
Égalité des triangles. Triangle isocèle. Relation entre le 
côté et l’angle opposé d’un triangle. 

1, ' > -••*.- 

216. Théorème. Dans tout triangle , la somme des trois 
angles est égale à deux angles droits. 

En effet, soit ABC (-fig. 20) un triangle quelconque; pro- 
longeons le côté AC de C vers D > et menons CE parallèle 
à AB. Nous aurons 

angle A = ECD (n° 21 4 ) , angIeB = BCE (n° 214, I er coroll.). 
Donc, A d- B -J- BCA ECD -f- ECB -j- BCA= 2droitg. ( 

I er Corollaire. Dans tout triangle, l’angle extérieur BCD 
formé par un côté BC avec le prolongement CD d’un autre côté 
AC, est égal à la somme des deux angles intérieurs opposés A , B. 

2' Corollaire. Un triangle ne peut avoir qu’un seul angle 
droit, et à plus forte raison qu’un seul angle obtus. 

3 * Corollaire. Dans tout triangle rectangle, les deux angles 
adjacens à l’hypoténuse valent ensemble un angle droit. 

4 ® Corollaire. Si deux angles d’un triangle sont égaux cha- 
cun à chacun, à deux angles d’un autre triangle, le troisième 
angle du premier triangle est égal au troisième angle du second. 

217. Tiiéorème. La somme de toits les angles intérieurs 
d'un polygone est égale à autant de fois deux angles droits 
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qu'il y a de côtés dans le polygone, moins quatre angles 
droits. • ' 

En effet, soit le polygone ABCDE (fig. 21). Si d’un point quel- 
conque O, pris dans l’intérieur de ce polygone, on mène des 
droitesaux diflërens sommets A , B, C, D, E, on formera au- 
tant de triangles que le polygone a de côtés ; et par conséquent, 
la somme des angles de tous ces triangles sera égale à autant 
de foi9 deux angles droits qu’il y a de côtés. Or, cette somme se 
compose de celle des angles du polygone et de celle des angles 
formés au point O; d’ailleurs, cette dernière est égale à quatre 
angles droits (n* 208, 3 e coroll. ). Le principe est donc dé- 
montré. 

Coboo.aire. La somme des angles intérieurs d’un quadri- 
latère vaut quatre angles droits, celle d’un pentagone vaut 
six angles droits , et en général la somme des angles intérieurs 
d’un polygone de n côtés vaut a(n — 2) angles droits. • 

218. Théorème. Si d’un point O (fig. 22) pris dans l’in- 
térieur d’un triangle ABC, on mène deux droilés OA, OC, 
aux extrémités d’un côté quelconque AC, la somme de ces 
droites sera moindre que la somme des deux autres côtés du 
triangle , c’est-à-dire qu’on aura AO 4 OC AB 4 BC. 

En effet, soit prolongé AO jusqu'à la rencontre du côté BC 
en D; on aura (n° 197) 

OC<OD+DC; donc AO 4 OC< AO 4OD4DC. 
Or, AO 4 OD = AD; donc AO 4 OC < AD 4 DC. 

On prouvera de même que AD 4 DC < d AB 4 BC. 

Donc, à fortiori, AO 4 OC <[ AB 4 BC. 

219. Théorème. Deux triangles sont égaux quand ils ont 
un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

En effet, soient les triangles ABC, DEF (fig. 23 )’, dans les- 
quels l’angle A = D , AB = DE et AC = DF. 

Les côtés AB, DE, étant égaux, on peut placer DE 
sur AB , de manière que D tombe en A et que E tombe en B ; 
les angles A, D, étant égaux, le côté DF suivra la direc- 
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tion AC; or ces côtés étant égaux, le point F tombera en C; 
donc les deux triangles coïncideront. r 

220. Théorème. Deux s triangles sont égaux , lorsqu’ils ont 
un cÔlé égal adjacent à deux angles égaux. 

Soit dans les triangles ABC, DEF (fig. 23), l’angle A = D, 
l’angle C= F, et AC = DF. Si l’on place DF sur AC, de ma- 
nière <jue D soit en A,F tombera en C; à cause de l’égalité 
des angles A et D , la droite DE suivra la direction AB, et le 
point E tombera quelque part sur AB. Pareillement, à cause 
de l’cgalité des angles C et F, la droite FE suivra la direction 
CB, et le point E tombera quelque part sur CB. Le point E, 
devant se trouver à la fois sur les deux lignes AB, ÇB, tombera 
à leur intersection B. Donc les deux triangles coïncideront. 

221. Théorème. Deux triangles sont égaux, lorsqu’ils ont 
les trois côtés égaux chacun ù chacun. 

t En effet, soit dans les triangles ABC , DEF, (Hg. 24) , 

AB = DE, AC = DF, BC =EF. 

Portons le côté DF 3ur son égal AC, de manière que ces deux 
côtés coïncident : il suffit de prouver que le point E tombera 
en B. Or, le point E ne peut tomber, ni dans l’angle ABC, 
ni dans son opposé GBH, car on aurait (n° 218) 

AE +• EC< AB + BC, ou AE + EC > AB + BC , 
ce qui est absurde , puisque 

.. AE = DE == AB et EC = EF = BC. 

. ' * '' i. 

Le point E ne peut pas non plus tomber dans l’un ou l’autre 
des angles ABG, CBH; car, s’il tombait, par exemple, dans 
l’angle ABG, en menant les droites JLA.'EC; on aurait 

AE<AI-f IE, BC<BI + IC; *• 

ajoutant ces inégalités, il viendrait .AE-f- BC AB-f CE ; 
résultat absurde, puisqu’on a AE = AB et BC — CF. 

Remarque. Dams deux triangles égaux, les angles égaux sont 
ceux qui sont opposés aux côtés égaux, et les cotés égaux sont 
eaux qui sont opposés aux angles égaüx. 
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■222. Théorème. Dans tout triangle isocèle ABC (fig. a5), 
les angles. B, C, opposés aux côtés égaux, AC,. AB, sont 
égaux. 

En effet, tirez une droite , du sommet A au milieu D de la 
base BC ; les triangles ABD , ADC , ayant les trois eûtes égaux 
chacun à chacun; seront égaux (n* 221). Donc l’angle B = C. 

I er Corom.airr. L’égalité des triangles ABD,ADC, donne 

l’angle BDA = ADC , et l’angle BAD = DAC. 

Donc , dans tout triangle isocèle , la étroite menée du sommet 
au milieu de la base , est perpendiculaire à cette base et 
divise r angle du sommet en deux parties égalas. 

2 e Corou.aike. XJn triangle équilatéral est équiangle ; et 
par conséquent , chaque angle tf un triangle équilatéral est les 
deux tiers d’un angle droit. 

2a3. Théorème. Si dans un triangle ABC ( fig. 25), les 
angles B, C sont égaux, les côtés opposés AC, AB, sont 
aussi égaux. 

Car, en menant la perpendiculaire AD à BC , les triangles 
BDA , ADC, auront le côté AD commun , l’angle BDA = CDA, 
et l’angle B — C; donc ils seront égaux. Donc AB = AC. 

Remarque. La proposition qui vient d’être démontrée est 
la réciproque delà proposition précédente. Dons la première, 
Vhj-pothèse est l’égalité de deux côtés, et la conclusion l'éga- 
lité des angles ; tandis que dans la suivante , l’hypothèse est 
l’égalité dçs angles, et la conclusion, celle des côtés. 

Corollaire. Un triangle équiangle est équilatéral. 

224. Théorème. Dans tout triangle ABC (fig. 26) , au plus 
grand angle est opposé le plus grand côté ; et réciproque- 
ment , au plus grand côté est opposé le plus grand angle. 

i°. Soit angle ABC > BAC-, je dis qu’on aura AC > BC. 
En effet, menez dans l’intérieur de l’angle B la droite BD 
de manière que l’angle ABD = CAB; le triangle ADB sera 
isocèle ( n° 223). Or, BC < CD -f- DB ; et puisque. .. . 
CD-j-DB = CD-»-t)A=GA, on aura BG<CA. 


Digitized by Google 


1 


256 GÉOMÉTRIE. 

2°. Soit AC ]>. BC, je dis que l'angle ABC > BAC. En 
effet, prenez CD=CB, et menez la droite BD, vous aurez 
un triangle isocèle CDB dans lequel l’angle CDB = CBD 
(n° 222). Or, l’angle extérieur CDB est plus grand que l’angle 
CAB (n° 216, I er coroll.); donc l’angle^ CBD , et à fortiori 
l’angle CBA, est plus grand que l’angle CAB. 

225 . Théorème. Lorsque deux triangles ABC, DEF (fig.27) 
ont deux côtés égaux chacun à chacun , savoir : AB — DE , 
AC — DF , si le troisième côté RC est plus grand que EF, 
l’angle BAC opposé à BC sera plus grand que V angle EDF 
opposé au côté EF. Réciproquement, si F angle BAC est plus 
grand que EDF, te côté BC sera plus grand que EF. 

Faites au point A un angle BAF' r=EDF, prenez AF'=DF, 
et menez BF'. Les triangles BAF', EDF, ayant un angle égal 
compris entre côtés égaux chacun à chacun, sont égaux; donc 
BF'.=:EF. La question est ramenée à faire voir que l’angle 
BAC BAF'. A cet effet, tirez la droite F'C ; le côté BC étant 
par hypothèse plus grand que BF 7 , on a angle BF'C ;> BCF' 
(n° 224); tirez la droite F'Il, de manière que l’angle CF'H=F'CH, 
vous aurez CH±=F'H (n° 223 ); par hypothèse AC = AF' ; donc, 
en menant AH , les triangles ACH, AFTI , sont égaux (n° 221); 
par conséquent, l’angle CAH = F' AH , et par suite l’angle 
CAB > F' AB. 

Réciproquement , si l’angle BAC EDF, on aura BC>BF; 
car, d’après ce qui vient d’être démontré', si l’on avait BC < EF 
il en résulterait angle BAC<CEDF, et si les côtés BC, Et 
étaient égaux , on aurait angle BAC=EDF (n° 221). 

V . » • J ‘ 

5 V . ■ De la perpendiculaire et des obliques. Des angles 
. ' dont les côtés sont perpendiculaires. 

'■ v 

2261 Théorème. Par un point pris hors dune droite , on ne 
peut rrtenàr qu'une seule perpendiculaire à cette droite. 

Car, si l’on pouvait en mener deux, on aurait deux angles 
droits dans un même triangle; ce qui est impossible. 
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527. TnÉOBÈME. Si d’un point A (Cg. 28) pris hors d’une 
droue GH, on mène à cette droite la perpendiculaire AB « 
différentes obliques AE, AD, AC; l\ la perpendiculaire AH 
sera plus courte que toute oblique ; a», deux obliques AC , AD 
menées départ et d'autre de la perpendiculaire à des distancés 
égales BC, BD, seront égales; 3 ». de deux obliques quelcon- 
ques, AE, AD, ou AE, AC, celle qui s'écartera le plus 
de la perpendiculaire sera la plus longue. Les réciproques sont 
'vraies. z 

En effet-: .“. Dans le triangle ABC, l’angle B étant droit 
angle C sera aigu (n°2.6); donc on aura AB<AC(n“ 224)! 

nér LeS,1 ! 8ta " ce * BD > BG « étant égales, les triangles DAB 
BAC, sont égaux (n° 219) ; donc AD = AC. 

3 . I, angle ADB étant aigu, son adjacent est obtus; et par 
conséquent, dans le triangle ADE , on a AE> AD (n“ 224). 

Réciproquement, 4». Si la droite AB est plus petite que toute 
autre droite menée du point A sur la ligne GH , la droite AB 
est perpendiculaire à GH ; car si cela n’était pas, ou pourrait 
111 P olut A abaisser une perpendiculaire sur GH, et il en ré- 
sulterait ( 1°) que AB serait plus grande que cette perpendicu- 
«aire; ce qui est contre l'hypothèse. 

5 ". Deux obliques égales sont également éloignées de la 
perpendiculaire. Soit AD = AC; si l’on avait BD> BC 
ou BD BC, il en résulterait ( 3 °), que l’on aurait AD > AC,' 
ou AD < AC, ce qui est contre l’hypothèse; donc BD = Bc' 

6“. De deux obliques inégales, la plus longue est la plus 
" 7 *^ la Perpendiculaire. Soit AE > AC ; si l’on avait 
— BC ou BE < BC , il s’ensuivrait (2 0 ) et (3“) „ ue i* OI1 

” ae < ac - * « — 'éUz. 

l n CoaoLi^iat. La perpendiculaire mesure la vraie distance 

d'un point a une droite, puisqu’elle est plus courte que toute 
oblique menee de ce point à la droite. 

2' CoROiXAiHE. D’un point on ne peut mener à une même 
droite trois obliques égales. 
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228. Théorème. Si par le milieu C(fig. 29) d’une droite AB., 
on mène une perpendiculaire CD à celle droite ; i“. tout pointai 
de celte perpendiculaire sera également distant des extré/nilés 
A et B; 2°. tout point E situé hors de cette perpendiculaire sera 
inégalement distant de ces mêmes extrémités. 

En effet : i°. Les distances AC, BC, clant égales, si l’on 
tire les droites NA, NB, on aura NA = NB (n° 227, 2 0 ). 

2°. Si l’on tire les deux droites EA , EB, et que par le 
point N où la première droite rencontre la perpendiculaire 
CD, on mène NB, on aura 

NA=NB, EB<EN+NB; donc EB<EN+NA, ou EB<EA. 

Corollaire. Si deux points C, D, ou D, N, sont également 
distans des extrémités A , B, d’une droite AB, et que partes 
deux points on fasse passer une droite CD, cette droite sera 
perpendiculaire sur AB et la divisera en deux parties égales. 

22g. Théorème. Deux triangles rectangles sont égaux lors- 
qu’ils ont l'hypoténuse égale et un côté égal. 

En effet ; si l’on place l’un sur l’autre les côtés de l’angle 
droit qui sont supposés égaux , on pourra concevoir que les 
triangles proposés sont ABC et ABD ( fig. 3o ) ; les angles ABC, 
ABD , étant droits , sont égaux , et BC est le prolongement 
de DB. Les hypoténuses AC, AD, étant des obliques égales , 
leurs distances BC, BD, au pied B de la perpendiculaire AB, 
sont égales (n° 227, 5°); donc les triangles ABC, ABD, qui 
ont les trois côtés égaux chacun à chacun , sont égaux. 

23o. Théorème. Deux angles BAC, EDF (fig. 3i et 32), 
dont les côtés sont perpendiculaires chacun à chacun sont égaux 
(fig. 3i ) , ou sont supplémens l’un de l'autre ( lig. 32), suivant 
que le sommet D de l’un des angles EDF est en-dehors ou en- 
dedans de l’autre angle BAC. 

En effet, soient (fig. 3i et 32) DE perpendiculaire à AB, et 
DF perpendiculaire à AC. 
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Menez (fig. 3r j DH et DG respectivement perpendiculaires 
à DE et à DF; les droites DH, AB, seront parallèles , ainsi 
que les droites DG, AC ( n® 2 1 2 , 2 e cor. ) ; donc angle HDG= BAC 
(n° 2 i 5 ). Mais les angles 1 IDG, EDF, étant tous les deux com- 
plémens de l’angle 11DF sont égaux ; donc angle EDF = BAC. 

La somme des angles intérieurs du quadrilatère AEDF (fig. 32) 
vautquatre angles droits ( n® 217 , cor.) ; or, les angles E et F 
sont droits par construction ; donc les angles BAC , EDF sont 
supplémens l’un de l’autre. 

§ VI. Des parallélogrammes. 

23 1 . Théorème. Les côtés opposés d'un parallélogramme sont 
égaux, ainsi que les angles opposés. 

En effet, menons la diagoualc AC ( fig. 33 ) ; les triangles ADC, 
ARC ont le côté AC commun, l’angle ACD = CAB et l’angle 
DAC = BCA (n° 214 , 1 " cor. ) ; donc ces triangles sont égaux 
( n® 220 ). Donc 

AD=CB, CD = AB, et l’angle D = B. 

1 ” Corollaire. Deux parallèles EF , GH (fig. 34) > com- 
prises entre deux autres parallèles AB , CD , sont égales. 

2 e Corollaire. Deux droites parallèles AB, CD ( fig. 34 ) sont 
partout également distantes. En effet , prenons deux points 
quelconques E, G, sur AB, et menons les perpendiculaires EF, 
GH, à la droite CD; les lignes EF, GH, seront parallèles 
(n° 212 , 2 ' cor.) et par conséquent égales (i ,r coroll.) ; donc 
tous les points de AB sont également éloignés de CD. D’ail- 
leurs, toutes les perpendiculaires EF, GII, à CD, sont [aussi 
perpendiculaires à AB parallèle à CD(n°2i4)‘, donc aussi 
tous les points de CD sont également distans de AB. 

3' Corollaire. Si dans un parallélogramme un des angles 
est droit, les trois autres seront aussi droits et la figure sera un 
rectangle ( fig. 35). 

Si, de plus, les côtés adjacens AB, AD sont égaux, tous les 
côtés seront égaux et la figure sera un quarré (fig. 36). 

17.. 
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a3a. Théorème. Si dans un quadrilatère ÂBCD ( Itg. 33 ) , 
les c6tés opposés sont égaux, de sorte qu'on ait AB = GD et 
AD = BC, ce quadrilatère est un parallélogramme. 

En effet , menant la diagonale AC , les triangles ADC , ABC 
ont les trois côtés égaux chacun à chacun; donc ils sont égaux. 
Donc (n° 221 , rem.) angle ACD = CAB, angle DAC ae= BCA. 

' Donc le côté CD est parallèle à AB , et le côté AD est parallèle 
àBC (n°ata, i** cor.). 

a33. Théorème. Si deux côtés opposés AB, DC ( fig. 33) d’un 
quadrilatère sont égaux et parallèles , ce quadrilatère est un 
parallélogramme. 

Il suffit de prouver que CB est parallèle à DA ( n° 203 ) ; à 
cet effet, menez la diagonale AC ; les deux triangles ADC, ÀBC 
sont égaux; car, les côtés AB, DC étant parallèles, l’angle 
CAB = DCA , le côté AB ;= DC , et le côté AC est commun ; 
donc l’angle DAC = A CB. Par conséquent, le côté CB est pa-r 
r allèle à DA (n° 212 , t* r coroll.). 

234. Théorème. Les diagonales AC, BD (fig. 3^) d’un paral- 
lélogramme se coupent mutuellement en deux parties égales. 

En effet, les triangles AOB,. DOC, ont le côté AB=DC, 
l’angle OAB s OCD , et l’angle OBA = ODC ; donc ils sont 
égaux (n® 22 o). Donc OC = OA etOD = OB. 

Remarque. Dans le cas du losange, les diagonales se coupent 
à angles droits ; car (üg. 38) les côtés AB, AD, BC, CD étant 
supposés égaux , chacun des points A, C, est également dis- 
tant des points B, D, et par conséquent AC est perpendicu- 
laire sur BD (n° 228 , cor,)- 

$ VII. Du cercle et des droites qui le rencontrent. 

a35. La circonférence du cercle ( fig. 3g) est une courbe plane 
ADBEFA fermée, dont tous les points sont également distans 
d’un point intérieur O qu'on appelle centre. Le cercle est la 
surface plane terminée, par cette ligne. 

Remarque- On donné souvent, dans le discours, le nom de 
cercle à là circonférence. 
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Toute droite OD (fig. 3g) menée du centre à la circonfé- 
rence se nomme rajoti. D’apr ès In définition de la circonfé- 
rence , tous les rayons sont égaux. 

Un arc DCB est une partie de la circonférence. 

La corde ou sous-tendante de l’arc DCB (fig. 3g) est la droite 
DB qui joint ses extrémités D, B. 

Toute corde DB sous-tend deux arcs DCB. DAFEB ; mais 
quand nous parlerons de l’arc sous-tendu par une corde, il s’agira 
toujours du plus petit des deux arcs qui ont la même corde. 

Une corde qui passe par le centre sc nomme diamètre ; le 
diamètre AE (fig. 3g) est double du rayon AO. Donc tous les 
diamètres d’un même cercle sont égaux. 

Comme on peut toujours mener des droites OB, OD (fig. 3g) 
du centre O , aux extrémités d’une corde, il s’ensuit que toute 
corde , qui ne passe pas par le centre , est plus petite que le 
diamètre. 

Toute ligne MN (fig. 4<>) qui coupe la circonférence se nomme 
sécante. 

La tangente è la circonférence est une droite PQ (fig. 4°) 
qui n’a qu’un point R commun avec la circonférence ; ce 
point R se nomme point de contact ou de tangence. 

La partie de la surface du cercle comprise entre un arc BC 
(fig. 4°) et le® deux rayons OB, OC, mene's aux extrémités de 
cet arc , se nomme secteur. 

La partie de la surface du cercle comprise entre un arc et la 
corde se nomme segment. 

On nomme angle au centre tout angle qui a son sommet au 
centre, comme l’angle BOC (fig. 4°)- 

On nomme angle inscrit tout angle qui a son sommet sur la 
circonférence, et qui est formé par deux cordes: tel est l’angle 
BAC (fig. 4o). 

236 . Théorème. L'ne droite ne peut rencontrer une circon- 
férence en plus de deux points. 

Car, si elle rencontrait la circonférence en trois points, on 
pourrait, à cette droite, mener du centre trois droites égales; 
ce qui est impossible (n° 227 , 2 e cor'oll.). 
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237. Théorème. Tout diamètre divise le cercle et sa circon- 
férence en deux parties égales (iig. 3 g). 

Car, si l’on fait tourner la courbe AFE autour du diamètre 
AE , tous les points de cette courbe coïncideront avec la ligne 
courbe ADE, autrement il y aurait des points inégalement 
distans du centre, ce qui est contre la définition du cercle. 

238 . Théorème. Une droite BC ( fig. 4 1 ) » tangente à un 
cercle, est perpendiculaire au rajon OA qui passe par le 
point de contact. 

Pour le démontrer, il suffit de faire voir que OA est la 
droite la plus courte qu’on puisse mener de O à BC (n° 227, 4 "). 
Or, comme tous les points de la tangente BC sont hors du 
cercle, excepté le point A , il en résulte que toute droite 
OM menée du centre O à BC, coupera la circonférence et sera 
plus grande que le rayon OA. Donc OA est perpendiculaire 
à la droite BC. 

Corollaire. La droite BC menée perpendiculairement à 
l’extrémité A du rayon OA est tangente au cercle - , car toute 
autre droite OM étant une oblique par rapport à OA , tous 
les points de la droite BC sont plus éloignés du centre que 
le point A ; donc tous ces points sont hors du cercle. Donc BC 
est une tangente. 

§ VIII. Mesure des angles. Conversion des degrés anciens 
en degrés nouveaux, et réciproquement, 

23g. Théorème. Dans des cercles égaux , les angles égaux 
AOB, A'O'B' (lig. 42) , dont le sommet est au centre, inter- 
ceptent sur la circonférence des arcs égaux AB, A'B', - et réci- 
proquement , si les arcs AB, A'B', sont égaux , les angles au 
centre AOB, A'O'B', seront aussi égaux. 

En effet: i°. En plaçant l’angle A'O'B' sur son égal AOB, 
A' tombera en A , et B' en B; ainsi, l’arc A'B' couvrira 
parfaitement l’arc AB , puisque autrement il y aurait sur l’arc 
AB ou sur l’arc A'B', des points inégalement distans du 
centre, ce qui est contre la définition de la circonférence. 
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2 °. En plaçant le diamètre A'C' sur le diamètre AC, de ma- 
nière que A' tombe en A, et C' en C , la detni-circouférence 
A'B'C' coïncidera avec la dcmi-circonfércnce ABC ; et puisque 
arc AB = arc A'B', le point B' tombera en B ; donc B'O' se 
confondra avec BO ; par conséquent, angle AOB = angle A'O'B'. 

240. Théorème. Dans des cercles égaux, deux angles au 
centre, AOB, A'O'B' (fig. 43) sont entre eux comme les arcs AB, 
A'B', compris entre leurs côtés ; c’est-à-dire qu’on a 

angle O I auglc O' arc AB arc A'B'. 

En effet , supposons qu’un angle K soit compris 8 fois dans 
l’angle AOB et 5 fois dan,s l’angle A'O'B'; on aura 

angle O : angle O' :: 8 : 5. 

Les angles partiels AOm, mOn, nOp, etc., A'O'm', m'OV.ele, 
étant égaux entre eux, les arcs partiels A ni, mn, np, etc. , 
A 'm', m'n', etc. , seront aussi égaux entre eux (n° a3g). Or, 
l’arc AB contient évidemment 8 de ces arcs partiels, et l’arc 
A'B' en contient 5; on a donc 

arc AB ! arc A'B' ;; 8 : 5. 

Comparant cette proportion avec la précédente, on trouve 
angle O : angle O' : arc AB C arc A'B'. 

Remarque. Dans des cercles égaux, deux secteurs (fig. 4 2 ) , 
AOB, A'O'B’, dont les angles O et O', sont égaux , peuvent 
être superposés , et deux secteurs (fig. 43) AOB, A'O'B', dont 
les angles O et O' sont inégaux, sont dans le même rapport que 
les angles O et O' ; donc, dans des cercles égaux, deux sec- 
teurs sont entre eux comme leurs arcs. 

241. Théorème. Tout angle au centre peut être mesuré, 
ou par l’arc compris entre ses côtés, ou parle nombre de 
degrés de cet arc. 

En effet; i°. Mesurer un angle quelconque AOB (lig. 42 ), 
c’est l’évaluer au moyen d’un angle connu pris pour unité; 
et comme l’angle droit est celui qui paraît le plus propre à cet 
usage , la question se trouve réduite à chercher le rapport de 
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l’angle AOB à l’angle droit; mais d’un autre côté l’arc de cercle 
compris entre les côtés d’un angle droit dont le sommet est 
au centre étant le quart de la circonférence ou un quadrant * 
oo a (n° 24») 

angle AOB : angle droit tî arc AB : un quadrant. 

Le nombre qui exprime le rapport de l’arc AB au quadrant , 
exprime donc aussi le rapport de l’angle AOB à l’angle droit ; 
c’est dans ce sens qu’il faut entendre qu’un angle au centre 
a pour mesure l’arc compris entre ses côtés. 

2 0 . Les grandeurs des angles étant proportionnelles aux lon- 
gueurs des arcs compris entre leurs côtés et décrits de leurs som- 
mets comme centres aveo un même rayon (nP 240) , et ces lon- 
gueurs étant proportionnelles au nombre de degrés (page 5i) de 
ces arcs, on peut mesurer les angles par le nombre de degrés des 
arcs compris entre leurs côtés. 

1” Remarque. On déduit de ce qui précède (2 0 ) que la me- 
sure des angles est indépendante de la grandeur du rayon. 

Par exemple , dans l’ancienne division de la circonférence 
en 36 o degrés ( page 5 1 ) , l’angle droit valant 90 degrés, un 

angle d’un degré est — d’angle droit ; un angle de 17 degrés 

| m 

vaut les — d’un angle droit. Et en général , en divisant par 

9 ° 

90, le nombre de degrés d’un angle, Le quotient indique le 
rapport de cet angle avec l’angle droit. On sait que le degré 
ancien se divise en 60 minutes , la minute en 60 secondes, etc. 

Dans le système des nouvelles mesures, la circonférence 
est divisée en 4°o parties égales nommées grades , ou degrés; 
le degré est divisé en ioo minutes, la minute en 100 se- 
condes, etc. (page 62). 

Pour désigner des degrés, des minutes et des secondes, on fait 
nsage des signes *; ainsi l’expression 23 ° i 5 ' 82" indique 
un arc ou angle de 23 degrés i 5 minutes 82 secondes. 

Quand il s’agit de la nouvelle division de la circonférence. 
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l’angle de a3° 1 5' 82" peut s’écrire de cette manière plus 
simple 23°, 1 582 

2 e Remarque. Pour convenir des degrés anciens en degrés 
nouveaux, et réciproquement, on observe que 90 degrés anciens 
valent 100 grades, ce qui conduit aux égalités suivantes : 

Un degré ancien = — de grade, un grade = -2- de degré ancien. 

9 IO 

Par conséquent : pour convenir des degrés anciens en de- 
grés nouveaux, il suffît d'en prendre les — ; et pour con- 
vertir des degrés nouveaux en degrés anciens, il suffit d’en pren- 
dre les — ce qui se réduit à les diminuer de leur dixième 
10 1 

panie. ' * . 

I er Exemple. Convenir i° 56' 6" ( ancienne division) en de- 
grés nouveaux. 

Pour simplifier le calcul, on exprime d’abord 55 6' en 
décimales du degré; à cet eflet, on observe que i' valaut 60", 
les 56' 6' valent 56 fois 60', plus 6", ou 3366". 

1» 

Or, 1 0 = 60' = 36oo" ; donc, 1" — 3gôô‘ 

1 0 3366° 

Les 56' 6" valent donc 3366 fois > ou » ol ^ 

o°,935. 

Donc, i* 56' 6" vaut i # , 935. 

Les — de 1,935 étant 2, i5, on voit que i°56'6'' (ancienne 
9 ^ 

division) valent 2®, i5, ou 2° 1 5' (nouvelle division). 

2 e Exemple. Convertir 2°,i5 ( nouvelle division ) en degrés 
anciens. 

Les 2° i5' valent 2°,i5; on multiplie 2, 1 5 par -2^, ou, ce 

qui revient au même, on diminue le nombre 2 ,i5 de sa 
dixième partie o,2i5; le résultat étant 1 ,935 , on voit que 
2°,i5 (nouvelle division) valent, dans l’ancienne division, 

i°, g35, ou i° -f- 2?— ou i® 56' 6". 

1000 


Digitized by Google 


a66 GÉOMÉTRIE. 

if\i. TnÉORÈME. Tout angle inscrit a pour mesure la moitié 
de l’arc compris entre ses côtés. 

En effet, supposons d’abord qu’un des côtés AD (fig. 44 ) 
passe par le centre O. Menons le rayon OB ; le triangle AOB 
étant isocèle, l’angle extérieur BOD sera égal à deux fois 
l’angle BAD (u° 216, i tr coroll. ) ; mais le premier angle 
a pour mesure l’arc BD (n° 24 1 ) ; donc, l’angle BAD a pour 
mesure la moitié de l’arc BD. 

Si le centre O (lig. 4 $) est compris entre les côtés AB, 
AC, en menant le diamètre AD, on aura 

angle BAC = angle BAD -f- angle DAC. 

Or, ces deux derniers ont pour mesure ; arc BD et £ arc DC ; 
donc l’angle BAC a pour mesure j ( arc BD -f* arc DC ) , ou 
; arc BC. 

Si les côtés AB, AC (fig. 46) ne comprennent pas le centre O, 
l’angle BAC aura pour mesure 5 arcBD — 4 arcDC, ou 5 arcBC. 

1" Corollaire. Tous les angles BAC, BA'G, etc. (fig. 47) 
inscrits dans un même segment T sont égaux entre eux; car ils 
ont tous la même mesure. 

2* Corollaire. Tout angle BAC (fig. 4 $) ? inscrit dans un 
demi-cercle, est un angle droit. Tout angle B' AC' inscrit dans 
un segment plus grand qu’un demi-cercle, est un angle aigu; et. 
tout angle B" AC", inscrit dans un segment plus petit qu’un 
demi-cercle, est un angle obtus. 

3 * Corollaire. Tout angle BAC (fig. 49), formé par une 
corde AC et une tangente AB, a pour mesure la moitié de 
l’arc AC compris entre ses côtés. Menez le diamètre AD, l’angle 
BAD sera droit (n° 238 ) et aura pour mesure un quadrant, 
c’est-à-dire la moitié de la demi-circonférence ACD ; mais 
angle BAC = angle BAD — angle CAD ; donc l’angle BAC 
a pour mesure £ arc ACD — { arc CD , ou -J arc AC. 

243. Théorème. Tout angle BAC (fig. 5 o) dont le spmmet 
est dans l’intérieur du cercle , a pour mesure la demi- 
somme des arcs BC, DE, compris entre les côtés de l’angle 
et ceux de son opposé au sommet ; et tout angle BA'C dont 
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le sommet est hors du cercle , a pour mesure la moitié de 
l’arç concave BC moins la moitié de l’arc convexe DE. 

En effet, on a (n°2i6, i"coroll.) 

angle BAC = angle BEA -f- angle EBA, 
angle BA'C = angle BDC — angle EBL). 

Mais, les angles BDC, BEA, ont tous deux pour mesure la 
moitié de l’arc BC , et l’angle EBD a pour mesure la moitié 
de l’arc ED ; donc 

l’angle BAC a pour mesure j arc BC -f- j arc ED, 

et l’angle BA'C a pour mesure j arc BC — f arc ED. 

1" Corollaire. Tout angle BAC (fig. 5i) formé par une 
tangente AB et une sécante AC, a pour mesure la moitié de 
l’arc concave BC moins la moitié de L’are convexe BD; car en 
menant la droite BD, on a (n° 216, i* r coroll.) 

angle BAC = angle BDC — angle ABD, 

et l’un sait que les angles BDC, ABD, ont pour mesure la 
moitié des arcs BC, DB. 

2 0 Corollaire. Tout angle BAE (fig. 5 1) formé par deux 
tangentes a pour mesure la moitié' de l’arc concave BCE , moins 
la moitié de l’arc convexe BDE compris etitre ses côtés. Pour) 
le démontrer, il suffit de mener la sécafite ADC , et de 
prendre la mesure des angles BAC et CAE. 

§ IX, Des cordes et des arcs sous— tendus. Des sécantes et des 
tangentes parallèles. 

244 * Théorème. Dans des cercles égaux, les arcs égaux sont 
sous-tendus par des cordes égales ; et réciproquement , les 
cordes égales sous-tendent des arcs égaux. 

En effet, si l’on a arc AB=arc A'B' (fig. 52 ), les angles O, CÈ 
seront égaux ,( n° 23 g) ; d’ailleurs les côtés qui comprennent 
ces angles sont égaux comme rayons de cercles égaux ; par con- 
séquent , le triangle AOB est égal au triangle A'O'B' (n° 219) ; 
donc, corde AB = corde A'B'. 
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En second lieu, si l’on a, corde AB = corde A'B', les trian- 
gles AOB, A’O'B', seront égaux comme ayant les trois côtés 
égaux chacun à chacun ; donc angle O = angle O', et par con- 
séquent, arc AB=arc A'B' (n® 23 g). 


245. Théorème. Dans le même cercle ou doits des cercles 
égaux , un plus grand arc est sous— tendu par une plus grande 
corde ; et réciproquement, une plus grande corde sous-lend un 
plus grand arc. 

En effet : i°. soit ( fig. 53 ) arc AB )> arc DE. 

Si l k on prend, arc BC=arc DE, on aura corde BC= corde DE 
( n® 244 ) > arc AB > arc BC. Donc , angle C * > anglè A 
(n® 24a) ; donc, dans le triangle ABC, on aura aussi (n® aa 4 ) 
corde A B )> corde BC •, donc corde AB )> corde DE. 

2°. Soit corde AB> corde DE , on aura corde AB> corde BC ; 
donc dans le triangle ABC, on a angle C > angle A , et par 
suite arc AB > arc BC. Donc , arc AB > arc DE. 


246. Théorème. Le rayon OC ( fig. 54 ) perpendiculaire à 
une corde AB, divise cette corde et l'arc sous-tendu ACB cha- 
cun en deux parties égales. 

En effet : i°. Les deux obliques OA, OB, étant égales, on a 
(n® 227 , 5°) AD=DB. 2 °. Le rayon OC étant perpendicu- 
laire sur le milieU'de la corde AB , on a corde CA — corde CB 
( n° 228); donc arc-AC= arc CB (n° 244)- 

Corollaire. La perpendiculaire à une corde, menée par 
le milieu de cette corde , [tasse par le centre du cercle : car, le 
centre est un point également distant des extrémités de la 
corde (n° 228). 

■ -A * , 

247. TnicwiKE. Dans un cercle , deux cordes égales sont 
également éloignées du centre, et de deux cordes inégales la 
plus petite est là plus éloignée du centre. 

i® Soit (fig. 55 ) corde AB corde ab. 

II s’agit de faire voir que les perpendiculaires OD, Od , 
abaissées du centre sur ces cordes sont égales. Menez les rayons 
OA, Oa, vous aurez deux triangles rectangles ODA, Oda, 
égaux ; car les hypoténuses OA, Ou, sont égales comme rayons 
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ilu même cercle, et les côtés AD, ad, sont égaux comme 
étant les moitiés lie cordes égales (n° 246). Donc OÜ=:Orf. 

a“. Soit corde AB corde ab ( fig. 56). Prenez DD — ab , 
et menez les perpendiculaires OE, Oc, OC, aux cordes BD, ab, 
AB ; il résulte de (i°) que OE=Oc. Il suffit donc de prouver que 
OE > OC. A cet effet tirez la droite CE. Dans le triangle BCE, 
le côté BC étant, par suite de l'hypothèse, plus grand que BE , 
on a angle BCE angle BEC (u° 224) ; donc le complément 
de l’angle BCE est plus grand que le complément de l’angle 
BEC; c’est-à-dire qu’on a angle OCE > angle OEC j et par 
conséquent ( n° 224) > OE > OC. 

Remarqua. Les réciproques de ce théorème sont vraies. 

248. Théorème. Deux parallèles interceptent sur la circon- 
férence des arcs égaux (fig. S'])--. 

Les deux parallèles peuvent être sécantes, ou L’uue sécante 
et l’autre tangente , ou enfin toutes deux tangentes. 

i°. Soient AB et CD , deux sécantes parallèles ; je dis qu’on 
aura, arc AC= arc BD. En effet, menez du centre O la droite OE 
perpendiculaire à AB , elle sera aussi perpendiculaire à CD 
(n° 2 1 4) 1 et elle divisera les arcs sous-tendus AEB, CED, en 
deux parties égales (n° 246) ; donc 

arc AE = arc BE ,• et arc CE = are DE ; d’où 

arc AE — arc CE = arc BE — arc DE, ou arc AC = arc BD. 

e • c 

2*. Soit là sécante CD parallèle à la tangente GH. Le rayon 
OE qui passe par le point de contact E étant perpendiculaire 
à GH (n“ 238) , est aussi perpendiculaire à la parallèle CD, 
et divise l’arc CED en deux parties égales; donc arc CE^aarcDE. 

3°. Soient GH et IK. deux tangentes parallèles ; en menant 
du centre O une perpendiculaire à la tangente GH, elle devra 
être perpendiculaire à l’autre tangente parallèle ; donc cette 
perpendiculaire suffisamment prolongée passera par les points 
de contact E, L. Par conséquent , la droite EL est un dia- 
mètre , et les arcs ECL , EDL , sont deux dcnti-cif conférence» 
qui sont égales (n° 23^). 
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§ X. Faire passer une circonférence par trois points donnés. 

Relations entre la distance des centres et les rayons de 

deux circonférences. 

249. Théorème. Par trois points. A, B, C (fig. 58 ), non 
en ligne droite , on peut toujours faire passer une circon- 
férence. 

En effet, les perpendiculaires ML, PR, élevées sur les mi- 
lieux des droites AB, BC, se rencontrent nécessairement en 
un point O, puisqu’en tirant la droite MP, on a 

angle LMP -f- angle KPM < 2 angles droits. 

Mais , OB = OA , OB = OC ( n° 227, 2°) ; donc la circonfé- 
rence décrite du point O comme centre , avec le rayon OA 
passera par les trois points A, B, C. 

Corollaire. Le point O est le seul qui soit egalement distant 
des trois points A, B, C (ri 0 228) ; donc par trois poiuts non en 
ligne droite, on ne peut faire passer qu’une circonférence. 

Donc aussi deux circonférences ne peuvent àvoir plus de deux 
points communs, sans se confondre entièrement. 

Remarque. Si les points A, B, C étaient en ligné drpile, les 
perpendiculaires ML, PK, seraient parallèles (n° 212, 2* cor.) 
et le centre O serait placé à une distance inlinie ; ce qui indique 
qu’on ne peut dans ce cas décrire une circonférence assujettie 
à passer par les trois points donnés. Nous pouvions arriver à 
cette conclusion au moyen du théorème du o° 236 , puisque les 
droites AB, BC , ne forment, dans l’hypothèse actuelle, qu’une 
seule et même ligne droite. 

25 0. Théorème. Lorsque deux cercles se touchent , . c’est-à- 
dire lorsqu'ils n’ont qu’un point commun A ( fig. 59 et 60 ) , 
la distance OO' des centres 0 , 0 ', est égale à la somme ou 
à la différence des rayons OA , O'A , suivant que ces deux 
cercles se touchent extérieurement (lig. 5 g) ou intérieurement 
(fig. 60). 
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Je dis d’abord que le point de contact A est sur la droite OO' 
qui joint les centres. Car s’il se trouvait hors de celte droite 
( fig. 61), en B, par exemple, en abaissant la perpendiculaire 
BC sur OO', en la prolongeant d’une longueur CB' = BC , et 
en tirant les droites, ÔB, OB', O'B, O'B' on aurait (n° 228) , 
OB = OB' et O'B = O'B' ; donc le point B' appartiendrait aussi 
aux deux circonférences; ce qui est contre l’hypothèse. 

Cela posé , il peut arriver que le point de tangence A se 
trouve entre les centres O et O' (lîg. 5 tj) , ou que les centres 
soient situés d’un même côté par rapport à A ( fig. 60). 

Dans le premier cas, on a OO' = OA -f- O'A, 
et dans le second cas., on a OO' = OA — O'A. 

Ce qui démontre le théorème. 

25 i. Théorème. Lorsque deux cercles se coupent , la dis- 
tance OO' (fig. 62) des centres O, O est plus petite que la 
somme des rayons OB, O'B, et le plus grand rayon OB est 
moindre que l’autre rayon augmenté de la distance des centres. 

Je dis d’abord que deux cercles qui se coupent ont deux 
points communs; car supposons que l’un des cercles, celui 
dont le centre est O (fig. 63 ), soit tracé, et que CB soit un 
arc de l’autre cercle dont O' est le centre; il faudra, pour. que 
les deux cercles se coupent , que l’arc BD , prolongement de 
l’arc CB, passe dans l’intérieur du cercle O. Maintenant, si 
l’on achève de tracer le cercle O' , il faudra nécessairement que 
Je prolongement de l’arc BD sorte de la circonférence O, pour 
qu’il puisse se terminer au point C; ce qui ne peut avoir lieu 
sans que la circonférence O' coupe la circonférence O en un 
second point. 

Cela posé : soient B et B' (fig. 62) les points d’intersection 
des deux cercles; la droite BB' sera une corde commune à ce» 
deux cercles. Or, la perpendiculaire élevée sur le milieu de 
cette corde passe par chacun des centre O , O' (n° 346, cor.); 
donc OO' est cette perpendiculaire elle-même. Par conséquent, 
on pourra toujours former un triangle en joignsmtle point Baux 
centres O, O', et le triangle OBO' donnera (n° 197) 
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OO' <015 + O'B, OB < OO' + O'B. 

Ce qui démontre le théorème. • • 

252. Théorème. Lorsque deux cercles ne se rencontrent pets , 
(fig. 64 et 65) , ou la distance des centres O, O', est plus grande 
que la somme des rayons OB, O'B' (fig. 64), ou le plus grand 
rayon OB (fig. 65) est plus grand que l’autre rayon O'B', aug- 
menté de la distance des centres. 

Cela est évident , à l’inspection des figures. 

Remarque. Il est facile de démontrer que les réciproques 
des trois théorèmes ci-dessus sont vraies, en faisant usage de 
la réduction à Tabsurde. 

Par exemple, lorsque la somme clés rayons est égale à la 
distance des centres, les cercles se touchent extérieurement ; car 
autrement ces cercles seraient dans l’une des positions indi- 
quées (fig. 60, 62, 64, 65) , et, d’après la proposition directe, 
la distance des centres ne serait pas égale à la somme des 
rayons. Ce qui est contre l’hypothèse. 

5 XI. Problèmes sur les droites , les angles , les triangles 
et la circonférence. 

253. Nous ne ferons usage, dans la solution des problèmes que 
nous allons traiter , que de la rigle et du compas. La règle 
sert à tracer des droites, et le compas à décrire des circon- 
férences ou des arcs de cercle. 

i er Problème. Par un point P (fig. 66) de la droite indé- 
finie KH , élever une perpendiculaire à cette droite. 

Prenez sur KH, à partir du point P, deux distances égales 
PA , PB. Cherchez un autre point également distant des 
points A, B, et pour l'ohténir, décrive* de A et B, comme 
centres , et d’un rayon plus grand que PA, deux arcs de cercle; 
ces arcs se couperont en un second point C , et la droite .CP 
sera la perpendiculaire demandée (n° 228, coroll.). 

a54- 2 e Problème. D’un point C (fig.. 66) donné hors de la 
droite KH, abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 

Prenez un point quelconque A sur KH, et du point C comme 
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centre, arec le rayon CA décrive* un arc de cercle; cet arc 
coupera KH en deux, points A, B; des points A, B, comme 
centres, et d’un rayon quelconque pins grand que £ AB, dé- 
crive* deux autres arcs qui se couperont en D; la droite CD 
sera la perpendiculaire demandée, car les points C, D, sont 
également éloignés des extrémités A et B (n° 228, coroll.). 

Remarque. Le même procédé sert à diviser une droite AB 
en deux parties égales ; car le point P de la perpendiculaire 
CD est le milieu de AB. On doit seulement observer que, dans 
ce cas , il faut d’abord déterminer le point C , de manière qu’il 
soit également distant des extrémités A, B, de la droite 
donnée. 

255. 3* Problème. Au point A de la droite AB (fig. 67) 
faire un angle égal à F angle donné K. 

Du point K comme centre et d’un rayon à volonté, décrive* 
l’arc de cercle HP, terminé aux deux côtés de l’angle K; du 
point A comme centre et du rayon AD = KH , décrivez l’arc 
DC; de D comme centre , avec un rayon égal à la corde PH , 
décrivez l’arc de cercle mn , qui coupe l’arc DC en E ; la droite 
AE jouira de la propriété demandée ; car d’après le principe 
du n" 244 » l’angle EAB = K. 

Remarque. Deux angles A, B, d un triangle étant donnés, 
pour construire le troisième , il suffit de tirer une ligne indé- 
finie MDN (fig. 68) , de faire en un point D l’angle ADN =A , 
et l’angle ADB=B; l’angle BDM sera l’angle cherché (n° 208). 

256. 4* Problème. Par le point C (fig. 69) mener une pa- 
rallèle à la droite AB. Joignez par une droite le point C à 
un point quelconque A de AB, et faites l’angle ACD = BAC 
( 3* Problème ) , la droite CD sera la parallèle demaudée 
(n°2i2, 1" coroll.). 

257. 5 e Problème. Diviser l’angle DAE, ou l’àrc BC, 
(fig. 70) en deux parties égales. 

1 °. S’il s’agit de l’angle DAE , décrive* l’arc BC du sommet A 
comme centre et d’un rayon arbitraire; tire* la corde BC; 
du sommet A mene* AH perpendiculaire à BC (2 e Probii); la 
droite AH divisera l’augle DAE en deux par ties égales (n° 244)- 

j8 
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a°. S’il s’agit de l’are BFC, tirez la corde BC, et menez îa 
droite AH perpendiculaire sur le milieu de BC; l’intersection F 
de cette perpendiculaire et de l’arc sera le point de division 
cherché (n° 246). 

258 . 6 e Problème. Des six parties, les trois angles et les 
trois côtés d’un triangle ABC (fig. 71) trois étant connues, 
parmi lesquelles il y ait au moins un côté , construire, le 
triangle. 

i°. Soient donnés les trois côtés BC —a, CA = b , AB=c. 

De l’une des extrémités A de la ligne b comme centre, décrivez 
un arc de cercle d’un rayon = c; de l’autre extrémité C comme 
centre, décrivez un arc d’un rayon —a. Joignez par des droites 
le point d’intersection B de ces arcs et les extrémités A, C, et 
vous aurez le triangle ABC demandé. 

Remarque. Pour que le problème soit possible, il faut et 
il suffit que le plus grand côté soit plus petit que la somme 
des deux autres. 

2°. Soient donnés le côté b et les deux angles adjacens A, C. 

Aux extrémités du côté b , menez deux droites qui fassent 
avec ce côté deux angles intérieurs respectivement égaux à A 
et C ; prolongez ces droites jusqu’à ce qu’elles se rencontrent, 
en B, et ABC sera le triangle demandé. 

Remarque. Si des deux angles donnés l’un était opposé au 
côté donné, on déterminerait le troisième angle (n° 255, rem.), 
et l’on achèverait ensuite la construction comme nous venons 
de l’indiquer. 

3 °. Soient donnés deux côtés b, c, et t angle compris A. 

Par l’extrémité A du côté b , menez une droite AD qui fasse 
avec ce côté un angle égal à A ; prenez AB = c ; joignez 
le point B à l’autre extrémité C de b , et vous aurez le triangle 
demandé. 

4 °. Soient donnés les côtés b, c, et l’angle C opposé au 
côté c (fig. 72). 

Par l’extrémité C du côté AC = ô menez une droite indé- 
finie CD qui fasse l’angle ACD = C; de l’autre extrémité A 
de b, comme centre, et d’un rayon ~c , décrivez un arc de 
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cercle qui viendra couper la ligne CD en B; joignez BA ; vous 
aurez le triangle demandé. 

Remarque. Si l’arc de cercle décrit de A comme centre et 
d’un rayon égal à c, coupe la ligne CB en deux points B, B', 
situés au-dessus de AC, les deux triangles ACB, ACB', satisfe- 
ront aux conditions du problème. 

Si le second point d’intersection B' tombait en B", sur le 
prolongement de BC, le triangle ACB’ ne satisferait pas aux 
conditions du problème, car l’angle ACB" serait le supplément 
de l’angle donné ACB = C. i , 

Enfin, il est évident que le problème serait impossible, si 
le côté donné c était plus petit que la perpendiculaire abaissée 
de A sur BC. , 

2 5 g. 7' Problème. Par un point donné mener une tangente 
à un cercle, 1 , 

i°. Quand le point donné A (fig. ^ 3 ) est sur la circonférence, 
il suffit de mener par le point A la perpendiculaire CD au rayon 
OA. Cette perpendiculaire est la, tangente demandée (a° 238 ). 

a®. Si le point donné A (fig. 7 4 ) est hors du cercle donné 
BDC, joignez ce point au centre O; sur AO comme diamètre, 
décrivez la circonférence ABOC qui coupera la circonférence 
BDC aux points B et C; les droites AB, AC, seront tangentes à 
cette circonférence ; car si l’on mène les rayons OB , OC, les 
angles ABO , ACO seront droits (n® 242, 2' corrtll.) , «t les 
droites AB , AC , étant perpendiculaires aux extrémités des 
rayons OB, OC , seront tangentes au cercle DBC. , 

260. 8 e Problème. Sur une droite donnée AB (fig. , 7 . 3 ) .dçh 
crire un segment capable d’un angle donné , c’est-à-dire un 
segment de cercle tel, que tous les angles qui y sont inscrit* 

soient égaux à l’angle donné. . . . v. > c 1 

Par l’extrémité A de AB, mçnez la droite CD, de manière 
que l’angle BAC soit égal à l’angle donné; tirez AO perpendir 
culaire à CD , et EO perpendiculaire sur le milieu.de AB y dji 
point de rencontre O comme centre, et du rayon OA décrivez 
la circonférence AMBN ; le segment AtVfB sera le segment de- 
mandé. En effet, la droite CD, perpendiculaire au rayon OA, 

18.. 
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étant une tangente à la circonférence, l’angle BAC a pour 
mesure la moitié de l’arc ANB ( n° 242 i 3* coroll. ) ; mais 
tout angle inscrit dans le segment AMB a la même mesure 
(n° 242, i er cor.)j donc l’angle AM B est égal à l’angle donné BAC. 

§ XII. Mesure des surfaces des polygones. Des lignes 
proportionnelles . Des triangles semblables. 

aGi. Mesurer la surface d’une figure , c’est déterminer 
combien de fois cette surface en contient une autre prise 
pour unité. On a choisi le quarré dont le côté est égal à l’unité 
de longueur, pour servir d’unité de surface. 

262. On nomme figures équivalentes , celles qui ont des aires 
égales. Deux figures de formes très différentes, par exemple un 
cercle et un triangle , peuvent être équivalentes. 

203. On appelle hauteur d’un parallélogramme ABCD (fig. 7 5) 
ou d’un triangle ABD (fig. 76) , la perpendiculaire DE abaissée 
du sommet d’un des angles sur le côté opposé AB. Ce côté AB 
se nomme alors la base du parallélogramme ou du triangle. Le 
rectangle a pour hauteur un de ses côtés , et pour base le côté 
adjacent. Dans le quarré la base est égale à la hauteur. 

On substitue aussi quelquefois aux mots base et hauteur , 
ceux de longueur et largeur, et aussi ceux de dimensions ; et 
comme toute figure plane peut être décomposée en triangles , 
on a défini, par extension, la surface plane comme étant une 
étendue qui a longueur et largeur. 

264. Théorème. L’aire d’un rectangle ABCD (fig. 77), est 
égale au produit de sa base AB par sa hauteur AD. 

En effet , soit abed le quarré qui sert d’unité de mesure , et 
supposons que le côté ab soit contenu exactement 7 fois dans 
la base AB et 3 fois dans la hauteur AD -, en menant par tous 
les points de division m,n, p, etc. , de la base, des parallèles 
à AD , on partagera le rectangle ABCD en autant de rectangles 
égaux que la base AB contient de fois ab ; ainsi on aura 

ABCD = 7Amm'D. 

Mais, si par les points de division t , « , de la hauteur, on mène 
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des parallèles à AB, il est évident que chacun des rectangles 

Amm'D, mnrim’, etc. , Sera partagé en autant de quarrés égaux 

k abcd, que la hauteur contient de fois ab ; ainsi on aura 

Amm'D = S abcd. Or, ABCD = 7 Amm'D; 

donc ABCD == 7 X 3 abcd = ai abcd. 

Y 4 

Le nombre d’unités superficielles contenues dans le rectangle 
ABCD est donc égal au produit des deux nombres qui expri- 
ment combien de fois le côté du quarré abcd, pris pour unité, est 
contenu dans la base et dans la hauteur de ce rectangle. 

Supposons maintenant que les deux dimensions du rectangle 
ABCD rapportées au côté ab , soient exprimées par des nom- 
bres fractionnaires, et que l’on ait , par exemple , ABr=jj«ù, 
AD = \ab. On réduira ces fractions au même dénominateur, 
ce qui donnera AB = | ab , AD = 

Si'l’on construit un quarré a'b'cd' dont le côté soit 5 de l’unité 
linéaire ab , on aura, d’après ce qui précède , 
ab r= 6 a' b', a' b' = ~ ab, AB = g a'b' , AD = i^a'b', 
ABCD = 9 X i 4 < db'c'd \ abcd = 6 X 6 a'b'c'd -, d’où 

ABCD = 9 X .4 X —fs = § X ^abed. 

“ * 

Donc le produit des nombres §, -te, qui expriment combien 
de fois les deux dimensions du rectangle ABCD contiennent 
l’unité linéaire , exprime le nombre de fois que l’unité super- 
ficielle est contenue dans le rectangle. C’est dans ce sens qu’il 
faut entendre l’énoncé du théorème. 

Corollaire. Deux rectangles de même base sont entre eux 
comme leurs hauteurs , et deux rectangles de même hauteur 
sont entre eux comme leurs bases. 


Remarque. Un mètre valant 10 décimètres, ou 100 centi- 
mètres, etc., le mètre quarré vaut ioo décimètres quarrés , 
ou 10000 centimètres quarrés, etc. Par conséquent, le décimètre 
quarré est le centième du mètre quarré, le ceutimètre quarré 
est la dix-millième partie du mètre quarré, etc. Ainsi, chaque 
centième de mètre quarré, vaut un décimètre quarré, chaque 
dix-millième de mètre quatre, vaut un centimètre quarré , etc. 
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On en déduit cette règle générale : Lorsqu’une surface est 
donnée en m'elres quarrés et en parties décimales du mètre 
quarré, pour évaluer la partie décimale en mesures quarrées, 
■il suffit de diviser cette partie décimale en tranches de deux 
chiffres chacune à partir de la virgule ( quand le nombre des 
décimales est impair, on place un zéro sur la droite du 
nombre donné ) ; là première tranche exprime des décimètres 
quarrés , la seconde des centimètres quarrés ; et ainsi de 
suite. 

Par exemple , si les deux dimensions d’un rectangle sont 
i5 m ,342 et 7"’,46; le nombre de mètres quarrés de sa surface 
sera exprimé par le produit n 4 , 45 i 32 des nombres abstraits 
15,342 et 7,46. La surface du rectangle est donc égale à 
1 1 4 m ’, 45 1 32. Ce nombre exprime 114 mètres quarrés, plus 
4 dixièmes d’un mètre quarré, plus 5 centièmes d’un mètre 
quarré, etc. 

Pour énoncer la même surface en mesures quarrées, on com- 
mence par rendre pair le nombre des chiffres décimaux en pla- 
çant un zéro à la droite du nombre qui mesure cette sur- 
face ; cela donne ii4” i, i4^ i 82o; et l’on voit que la surface 
du rectangle est composée de 1 14 mètres quarrés, plus 45 dé- 
cimètres quarrés, plus i 3 centimètres quarrés, plus 20 milli- 
mètres quarrés. 

265. Théorème. U aire d" un parallélogramme ABCD (fig. ^5) 
est égale au produit de sa base AB par sa hauteur DE. 

Abaissons ÇF perpendiculaire sur la ligne AB prolongée ; les 
deux triangles ADE , BCF, sont égaux , car 

AD = CB , DE = CF, et l’angle ADE t=f BCF-, donc 

surf. DEBC + surf. ADE = surf. DEBC + surf. BCF. 

, - - - - , 

C’est-à-dire que le parallélogramme ABCD est équivalent au 
rectangle EDCF. Mais , ce dernier a pour mesure EFX DE ; 
d’ailleurs EF =-CD AB; donc surf. ABCD -ez AB X DE. 

Goholi.aire. Deux parallélogrammes de même base et de 
même hauteur, sont équiralens. 
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266. Théorème. L’aire d'un triangle ABD ( Cg. 76) est égale 
à la moitié du produit de sa base AB , par sa hauteur DE. 

En effet , si par les points B et D, on mène des parallèles au» 
côtés AD et AB , on formera un parallélogramme ABCD dont 
la surface sera double de celle du triangle ABD. Or, ce parallé- 
logramme a pour mesure AB X DE ; donc 

snrf. ABD = jAB X DE. 

Corollaire. Deux triangles de même base et de même hau- 
teur sont équiralens. Deux triangles de même base sont entre 
eu» comme leurs hauteurs, et réciproquement. 

267. Théorème. L'aire d’un trapèze ABDC (fig. 78) est égale 
à lademi-somme des côtés parallèles AB, CD, multipliée par 
la hauteur CE. 

Menons la diagonale CB, le trapèze sera décomposé en deux 
triangles ACB , CBD, qui auront la même hauteur CE, puisque 
leurs sommets C et B sont situés sur deux droites parallèles 
AB et CD (h°23i, 2' cor. ). Or, • 

surf. ACB = |AB X CE; surf. CBD = 5 CD X CE; 

» , , • t ' 1 

donc _< surf. ABDC =; s(AB -f- CP) X CE. ."s, 

1" Remarque. On peut dire aussi que ? aire du trapèze ABDC 
(fig. 79) est égale au produit de la hauteur CE par la droite FG 
qui joint les milieux des c 6 (és non parallèles j car si l’on inàèe 
les droites Dli , G 1 , parallèles à AC ,■ les triangles DHG , G 1 B, 
seront égaux ( n° 220) ; donc HG = IR; mais 

CD = ill (n° a 3 i, i"coroH.>=FG — GH, 

<’■ - ÀB=sAI-f-IBe=:FG-4-GH; • ; . 

donc CD + ABr=2FG, d’où j (CD-f- AB) = FG. " ' 

2* Remarque. Comme un polygone peut toujours être décom- 
posé en triangles, on obtiendra la surface d’un polygone quel- 
conque en faisant là sômmc des surfaces des triangles qui s’y, 
trouvent contenus. 
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§ XIII. Des lignes proportionnelles. 

268. Théorème. La droite DE (fig. 80) parallèle au côté BC 
du triangle ABC, divise les deux côtés AB, AC, en parties pro- 
portionnelles ; de sorte que l’on a AD : DB ; ; AE ' EC. 

En effet, supposons que l’on ait AD ; DB “ 5 : 3 , c’est-à- 
dire que la commune mesure A a des lignes AD, DB, soit con- 
tenue exactement 5 fois dans la première , et 3 fois dans la 
seconde; par les points de division a, b, c, etc., menons a g , 
bh, ci, etc., parallèles à BC , et an, bo, cp , etc., parallèles 
à AC ; les triangles A ag, abn , bco, etc. , seront égaux, comme 
ayant les angles égaux et un côté égal. 11 suit de là que 

A.g= an = bo = cp = etc-; on a aussi (n° a 3 i) 
an = gh, bo = hi , cp =. ik , etc. ; 
donc A g = gh = hi = ik = etc.; 

par conséquent AE = 5 ag, EC — 3 ag , 
d’où l’on déduit AE ; EC 5 3 ;' 

or par hypothèse, AD ; DB " 5 : 3 ; 

donc enfin, AD : DB AE : EC. 

i* r Corollaire. La proportion AD : DB " AE ! EC, donne 
1°. AD -f DB : AD : : AE -f EC : AE, ou AB : AD : : AC : AE. 

2°. ad+db : db :: ae + ec: ec, ou ab : db :: ac: ec. 

2 e Corollaire. Si par le point Eon mène EF parallèle à AB, 
on aura , d’après ce qui vient d’étre dit, 

» ac : ae :: bc : bf; or bf=de, donc ac : ae :: bc : de. 

Mais on a anssi, AB i AD “ AC ’ AE(i tr cor.), 

donc ab : ad :: ac : ae :: bc : de. 

269. Théorème. Lorsqu’une droite DE (fig. 81 ) divise les 
côtés AB, AC, du triangle ABC, en parties proportionnelles 
telles qu’on ait AB i AC “ AD : AE , cette droite DE est pa- 
rallèle au troisième côté BC. 

En effet, soit menée la parallèle DF à BC ; on aura (n° 268) , 

ab : ac ad : af. 

Par hypothèse, AB : AC ;; AD ; AE; donc AF = AE ; 
ce qui exige que la droite DF se confonde avec DE. 
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§ XIV. Des polygones et des triangles semblables . 


270. Deux polygones «ont dits semblables, lorsqu’ils ont les 
angles égaux chacun & chacun et les côtés homologues propor- 
tionnels; par côtés homologues , on entend ceux qui sont ad- 
jacens à des angles égaux ; ces angles eux- mêmes s’appellent 
angles homologues . Deux figures égales sont toujours semblables; 
mais deux figures peuvent être semblables sans être égales. 

Dans deux cercles inégaux on appelle arcs semblables , sec- 
teurs semblables , segmens semblables, ceux qui répondent 
à des angles au centre égaux. 

271. TnioBiMx. Deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 82) sont 
semblables, lorsqu'ils ont les angles égaux chacun à chacun. 

En effet, soient A = A'; Bs=B', C = C'. Si Pon prend 
AD = A'B' et AE = A'C', les triangles ADE , A'B'C', seront 
égaux (n° 219) , et l’on aura DE = B'C' ; mais l’angle ADE 
étant égal h l’angle B' est égal h B, la droite DE est parallèle 
à BC, et l’on a (n 4 268, 2* coroll.) 

AB ; AD ” AC I AE ” BC t DE; donc aussi 

ab : a'b':: ac : a'C':: bc : B'C'. 

Les triangles ABC 1 , A'B'C', sont donc semblables (n° 270). 

Coroixaihe. Deux triangles sont semblables, lorsqu’ils ont 
deux angles égaux chacun à chacun (n 4 216, 4* coroll.). 

272. Tnionf’.Mg. Deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 82) sont 
semblables , lorsqu’ils ont un angle égal compris entre côtés 
proportionnels. 

Soient l’angle A = A', et AB : A'B' :: AC : A'C'. 

Si l’on prend AD = A'B', et que par le point D on mène DE 
parallèle à BC, on aura AB : AD “ AC : AE (n° 268). 

Ces deux proportions ayant les trois premiers termes égaux , 
on a ÀE= A'C'; donc les triangles ADE, A'B'C', qui ont 
un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, 
sont égaux (n° 219). Mais, les triangles ABC , ADE, sont sem- 
blables (n°27i )-, donc les triangles ABC, A'B'C', sont aussi 
semblables. 
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-J73. Théorème. Deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 8 a) sont 
semblables, lorsqu’ils ont les côtés homologues proportionnels. 

' En effet, soit la suite de rapports égaux 

ab ; a'b' :: ac : a'C' :: bc : B'C. 

Si l’on prend AD tas A'B', et que l’on mène DE parallèle k 
BC, on aura (n° 268, 2* corotl.) 

AB : AD :: ac : ae :: bc : de. 

•1 

Or, en comparant ces deux suites de rapports égaux , et ob- 
servant que AD ==A'B' I on qn décfujt AE = A'C', DE = B'C'. 
Donc les triangles ADE, A'B'C', sont égaux. Mais ADE est sem- 
blable à ABC; les triangle» ABC, A'B'C', sont donc semblables. 

274. ThéobEms. Deux triangles qui ont les côtés homologues 
parallèles, ou qui les ont perpendiculaires chacun à chacun, 
sont semblables. ' <q/ 

En effet : i°. soit ABC (fig. 83 ) l’un des triangles proposés; 
il pourra arriver deux cas, suivant que le second de ces triangles 
sera disposé comme A'B'C' ou comme B' CA"; mais la figure 
A'B'C A" étant un parallélogramme, les triangles B' C'A', 
B'CA" sont égaux; il suffit donc de considérer le triangle 
A'B'C'. Or, les triangles ABC, A'B'C', ont leurs angles égaux 
chacun à chacun, pomme ayant les côtés parallèles et dirigés 
dans le même sens (n° 2i5) ; donc ils sont semblables (n° 271). 

2°. Soient les côtés A'B', B'C', C'A’ ( fig. 84 et 85 ) , du 
triangle A'B'C, respectivement perpendiculaires aux côtés AB, 
BC, CA^ du triangle ABC. Si le triangle A'B'C' (fig, 84 ) est 
situé dans le triangle ABC, les angles A, B, C, sont sup- 
plémens des angles ' DA'F, DB'E , ECF (n 0 a 3 ô); mars ces 
derniers sont aussi supplémens des angles kj, B', C ; donc les 
angles A, B,C,«ont respectivement égaux aux angles A', B', C'. 
Si le triangle A'B'C' (fig. 85 ) est extérienr à ABC, les angles 
A, B , C, sont égaux aux angles A', , B', C', (n? 23 o) ; donc 
les triangles ABC, A'B'C', sont équiangle» et par conséquent 
semblables;. , \ ,,. r 

, i .Rb*abqo*. Dans les triangles ABC, A'B'C' (fig. 84 et 85 ), 
les côtés homologues sont les côtés perpendiculaires. 
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2^5. Théorème. Les surfaces de deux triangles semblables 
ABC, A'B'C' (fig. 86) sent entre elles comme les quarrés des 
côtés homologues. 

En effet , si l’on mène AD perpendiculaire sur BC et A'D' 
perpendiculaire sur B'C'-, on aura (n° 266) 

(1). . .ABC : A'B'C' :: bcxad: b'C x a'd'. 

Mais, les triangles ADC, A'D'C', étant semblables, comme 
ayant l’angle AÏ 1 C = A'D'C' et l’angle C=zC, on a 

AD : A'D' :: AC : À'C ; donc (3). . . AD : A'D' BC : B'C'. 

Or, en multipliant les proportions (0 et (2) ternie & terme, 
et supprimant lès facteurs communs, il vient 

abc : A'B'C :: bc‘: RC 7 .’ 

Le théorème est donc démontré. 

§ XV. Propriétés du triangle rectangle. 

« 1 » f: ' V ». • r •> 

276. ThéohÈme. Dans tout triangle rectangle BAC (fig. 87), 
le quarré BCDE construit sur L hypoténuse BC est égal à la 
somme des quarrés ABPH, A CFG, construits sur les deux 
autres -côtés AB, AC de L angle droit. \ • 

Tires la perpendiculaire ANK. à BC , et les perpendiculaires 
CR , AS , aux prolongemens des côtés PB , EB. Mene». les 
droites AE, CP. L’angle PBC, composé d’un angle droit et de 
ABC, est égal à l’angle ABE, composé aussi d’un angle droit et 
de ABC; de plus, PB =x BA etBC;=BE (n° 23 i, 3 e por.J ; lqs. 
triangles CBP, ABE, «sont donc égaux (n° 219). Mais, . 

surf. CBP = 1 PB x CR , surf. ABE = ± BE X AS. 

La surface BP XCR du 'quarré' ABPH, est donc égale S la 
surface BE X AS 7 du rectangle BNRE. On prouvera de même 
qué lé surface du quarré AGFO est égale à celle du rectangle 
CDRK'.' Donc eniitl ,' la sommé' de ces deux rectangles , otr le 
quarré construit sur 'Fhy^ôtéause 1 BC , est égal à la somme 
des quarrés construits sur les côtés AB , AC, de l’angle droit. 
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Corollaire. Les rectangles BK , CK , ayant même hauteur, 
sont entre eux comme leurs bases BN et CN; donc 

âb‘ : Âc* :: bn : cn. 

Donc, les quarrés des côtés de l’angle droit sont entre eux 
comme les segmens de l'hypoténuse acljacens à ces côtés. 

277. Théorème. Réciproquement, si dans un triangle BAC 
(fig. 88), le quarré fait sur un des côtés est égal à la somme 
des quarrés faits sur les deux autres , ce triangle est rectangle. 

* % % 

En effet, soit BC = AB •+■ AC. Si l’oi) mène AD perpen- 
diculaire à AB et égale à AC, le triangle rectangle BAD donnera 

BD= ÂB*-|-‘ÂD = AB + ÂC = BC* d’où BD = BC. 

Donc les deux triangles BAD, BAC, seront égaux, comme 
ayant les trois côtés égaux chacun à chacun -, donc l’angle 
BAC est droit. • < ■ 

278. Théorème. Si du sommet A (fig. 89) de l’angle droit 
du triangle ABC , on abaisse la perpendiculaire AD sur l’ hy- 
poténuse : i°. les trois triangles BAC, ABD, ACD, sont sem- 
blables ; i°. la perpendiculaire AD sera moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segmens BD, DC,- 3 °. chacun des côtés 
de l'angle droit sera moyen proportionnel entre l’hypoténuse et 
le segment adjacent. 

En effet: i". les triangles BAD, BAC, ont l’angle com- 
mun B; de plus , l’angle droit ADB est égal à l’angle droit BAC; 
donc ces triangles sont semblables. On démontrera de même 
que CAD est semblable à BAC (n° 27 1). Donc leS trois triangles 
sont semblables. < 

a°. La comparaison des côtés homologues des triangles sem- 
blables ABD, ACD , donne BD : DA DA : DC. 

3 *. La comparaison des triangles semblables BAD, BAC, 
donne BD : B A y, BA : BC; et celle des triangles semblables 
DAC , BAC, donne DC : AC :: AC : BC. 
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5 XVI. Propriétés des cordes, des sécantes et des tangentes. 

27g. Théorème. Les parties de deux cordes AB, CD (lîg. go) 
• qui se coupent, sont réciproquement proportionnelles ,- c’est-à- 
dire qu’on a , AE î CE DE : BE. 

En effet , menons les droites AC, BD -, les triangles AEC, BED, 
seront semblables, car ils auront les angles AEC, BED égaux 
comme opposés au sommet, et les angles CAE, EDB égaux 
comme ayant tous deux pour mesure la moitié de l’arc BC ; 
doue on aura dans ces triangles , AE CE îî DE ; BE. 

280. Théorème. Si d’un point A (fig. gi) pris hors d’un cercle 
on mène les sécantes AB, AC, leurs parties extérieures AD, 
AE seront réciproquement proportionnelles aux sécantes en- 
tières AB, AC,- c’est-à-dire qu’on aura AB AC AE : AD. 

Car, si l’on mène les droites BE, DC, les triangles ABE, 
ADC, ayant l’angle A commun et l’angle B = C (n° 242, i* r cor.) 
seront semblables et donneront la proportion énoncée. 

281. Théorème. Si d’un point A (Cg. g2) pris hors d’un 
cercle , on mène une tangente AT et une sécante AB, la tan- 
gente sera mojrenne proportionnelle entre la sécante entière 
AB et sa partie extérieure AD,- c’est-à-dire qu’on aura 

ab : at :: at : ad. 

Car, si l’on mène les droites TD, TB, les triangles ATD, 
A TB auront l’angle A commun et les angles ATD, ABT, égaux, 
comme ayant tous deux pour mesure la moitié de l'arc DT ; 
ces triangles seront donc semblables et donneront la propor- 
tion énoncée. 

Remarque. Supposez que la sécante passe par le centre O, soit 
AE (fig. g2) cette sécante , menez ET, FT, OT ; on vient de voir 
que AE : AT :: AT î AF, d’où AExAF = AT; 
mais AE = AO + OE, AF = AO — OF==AO — OE; 

d onc AE X AF = (AO + OE) (AO — OÈ)=ÂÔ‘- 4 -ÔË =ÂT* 
transposant, et remarquant que OE = OT, on trouve 

ÀÔ*= AT + ÔT* 

Ce qui démontre , par une autre considération, le théorème 
du n° 276. 
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§ XVII. Problèmes sur les lignes proportionnelles et sur 
■ 1 1 les surfaces. 

282. i er Problème. Diviser une droite en un nombre donné • 

de parties égales. ■ ♦ ■ 

Supposons qu’il s’agisse de diviser la droite donnée AB (fig. g 3 ) 
en cinq parties égales. Du point A menez la droite indéfinie AH, 
et d’une ouverture quelconque de compas , prenez sur AM cinq 
parties égales Am, mn , . . . . , pt}. Joignez B et q , tirez mb 
parallèle à B q-, la droite À b sera le cinquième de AB (n°. 268). 

283. 2* Problème. Construire une quatrième proportion- 
nelle à trois lignes données A, B, C. 1 u . 

Conduisez sous un angle quelconque les droites indéfinies MP, 
MQ (fig. g 4 ) ; prenez MN == A , 3 SO = B , MR == C ; joignez N 
et R , et par le point O menez OS parallèle à NR; RS sera la 
quatrième proportionnelle demandée, car on a 

mn : no :: 'mr : rs Cn° 268). 

284. 3 *. Problème. Trouver uhe moyenne proportionnelle 
géométrique entre deux lignes données A et B. 

Prenez sur une droite indéfinie de$ parties Ct) = A, DE = B 
(fig. 95); sur CE comme diamètre, décrivez la demi-circon- 
férence CHE ; la perpendiculaire DH au diamètre CE sera la 
moyenne proportionnelle demandée, car le triangle CHE 
étant rectangle en H, on a CD : DH :: DH J DE (n° 278, i*). 

285. 4 * Problème. Diviser une droite AB (fig. 96 ) en 
moyenne et extrême raison , c’est-à-dire déterminer sur cette 
droite un point C, tel que le plus grand segment AC soit moyen 
proportionnel entre la ligne entière A B et le plus petit seg- 
ment BC. 

Par l’extrémité B menez BO perpendiculaire à AB et égale à 
la moitié de AB. Du point O comme centre et du rayon OB 
décrivez une circonférence; menez la droite AO qui rencon- 
trera la circonférence en D; portez AD de A en C, et le 
point C divisera AB en moyenne et extrême raison. 

Pour le démontrer , prolongez AO jusqu’à la rencontre de la 
«circonférence au point E. La droite AB étant tangente à la cir- 
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conférence (n° a38, coroll.), on a AE:AB;:AB;AD (n° 281), 
d’où AE— AB: AB” AB — AD: AD. 

Or, par construction, AD = AC, OB=-jAB, et par 
suite DE = AB; substituant et réduisant , on trouve 

ac : ab :: bc: ac, ou bien ab : ac :: ac : bc. 

286. 5' Problème. Construire un quarré équivalent à un 
polygone donné. 

Tout polygone ABCDE (fig, 97 ) peut être transformé 
en un polygone équivalent qui ait un côté de moins. En effet, 
si l’on tire la diagonale AC, que par le point B on mène BM 
parallèle à AC jusqu’à la rencontre de DG prolongée, et que 
l’on tire AM, le quadrilatère AMDE sera équivalent au pen- 
tagone ABCDE ; car ces (leux polygones ont la partie commurie 
ACDE, et les triangles ACM, ACB, sont équivaleus comme 
ayant même base AC, et même hauteur, puisque leurs sommets 
sont situés sur une droite BM parallèle à la base AC. 

D’après cela , on peut toujours convertir un polygone P en 
un triangle T équivalent. 

Or, soient B la base et H la hauteur dece triangle^ la ligne X, 
moyenne proportionnelle entre B et j.H, sera le côté du quarré 
demandé, car on aura X* = jB X H = T = P. 

287. 6 e Problème. Construire un quarré X“ égal à la somme 
de deux quarrés donnés A 1 , B 1 . 

Sur les côtés OM , ON (fig. 98) d’un angle droit MON, 
prenez OE = A, OF.= B. L’hypoténuse EF sera le côté X du 
quarrc cherché (n“ 276). 

288. 7' Problème. Construire un quarré X“ égal à la dif- 
férence de deux quarrés donnés A*, IP. 

Sur l’un des côtés OM ( fig. g8) de l’angle droit MON, pre- 
nez OE égal au côté B du plus petit des deux quarrés donnés ; 
du point E comme centre et d’un rayon égal au côté A de l’autÈc 
quarré, décrivez un arc de cercle qui coupera ON en F ; la 
longueur OF sera le côté X du quarré cherché; car en tirant 
Fhypoténuse EF, on aura 

EF = OE + OF (n 0 276) , ou A* = B’ + OF*; 
donc A“ — B s = OF 1 = X s . 
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289. 8 e Problème. Construire un quarré X* qui soit les deux 
tiers d’un quarré donné A*. 

Sur une droite indéfinie AM (fig. 99) , prenez cinq parties 
égales kp, pq , qC, C r, rB; sur AB, comme diamètre, dé- 
crivez une demi-circonférence ; par le troisième point de divi- 
sion C menez la perpendiculaire CD à AB ; tirez les cordes DA , 
DB; prenez DE égal au côté A du quarré donné , et menez EF' 
parallèle à AB ; DF sera le côté X du quarré cherché. En effet, 
le triangle ADB étant rectangle en D ( n° 242, 2° cor.) , on a 

DA î DB :: AC : CB, (n°2^6 cor.); 
or DA : DB 1 :DE : DF (n° 268) ; d’où DÂ*: DB “ DÉ*: DF*; 

doue de : df :: ac : cb. 

I • #> 

Mais, par construction, AC : CB t: 3 2 , et DE = A ; donc 
la proportion précédente se réduit à 

a* : df*:: 3 : a ; d’où df’= ja*. 

Par conséquent DF est le côté X du quarré cherché. 

290. 9 Problème. Construire , i°. un triangle semblable à 
un triangle donné ; 2°. un polygone semblable à un polygone 
donné. 

i°. Soit proposé de faire un triangle semblable au triangle 
ABC (fig. »oo) ; prenez une droite quelconque ab que vous con- 
sidérerez comme le côté du triangle cherché homologue à AB; 
faites au point a l’angle bac— A, et au point b l’angle abc— B , 
les triangles ABC, abc seront semblables (n° 271, cor.). 

2 0 . Soit proposé de faire un polygone semblable au polygone 
ABCDE (fig. 101). Menez du même sommet A les diagonales 
AC , AD, qui décomposeront le polygone en triangles; prenez 
une droite quelconque ab que vous regarderez comme le côté 
du polygone cherché homologue à AB; faites le triangle abc sem- 
blable à ABC; sur ac, homologue à AC, faites le triangle acd 
semblable à ACD; enfin, sur ad, homologue à AD, faites le 


l 


Digitized by Google 



PREMIÈRE PARTIE. 189 

"triangle ode semblable à ADE. Le polygone abçde sera semblable 
au polygone demandé. En effet, d’après la construction, les 
angles des triangles abc, acd, ade , étant respectivement égaux 
à ceux des triangles ABC , ACD, ADE , il est facile d’en con- 
clure que les angles du polygone nbede sont respectivement 
égaux à ceux 4 “ polygone ABCDE ; de plus, la similitude des 
triangles ABC et abc ; ACD et oc$f ; ADE et ade , donne 

ab : ab bc : bc :: kG : ac, 

AC î de :: CD : cd :: ad : ad, 

AD ; ad ” DE 1 de ;; EA ; 

d’où, à cause des rapports communs, 

ab : ab :: bc : bc :: cd : cd :: de : de ea : ea. 


Donc enfin , les deux polygones ABCDE, abede , ont les angles 
égaux chacun à chacun, et les côtés homologues proportionnels ; 
donc ils sont semblables ( «3 370). 

• • > 

$ XVIII. Des polygones réguliers. Problèmes sur les polygônes 
réguliers inscrits et circonscrits. 

291. On appelle polygone régulier , celui qui est à la fois 
équiangle et équilatéral. 

292. La somme des m angles intérieurs d’un polygone de m 
côtés étant égale à 2 m — 4 angles droits (0*217) , et les m 
angles d’un polygone régulier étant égaux, il s’ensuit que 
chaque angle d’un polygone régulier de m côtés est égal à 

d’un angle droit. Donc, deux polygones réguliers 

W ' s . * 

dun mime nombre de côtés sont dçux Jigures semblables 
(n° 370). _ 

293. Théorème. Tout polygone régulier peut être inscrit 
dans le cercle et peut lui être circonscrit. 

• 'En effet, 1*. soit le polygone régulier ABCDEF (fig. 103) ; 
si par les points P et K, milieux de AB et de BC, on mène 
des perpendiculaires . à ces côtés , leur intersection O sera le 
centre du cercle qui passera parles points A, B, C (n° 24 g). Ii 

*9 
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s’agît donc de faire voir que ce cercle passera aussi par les autres 
sommets D, E, F, du polygone; c’est-à- dire que OD = OC, 
QE — OT> ) OF = OE. Or, les triangles isocèles AOB, BOC 
sont égaux, comme ayant les trois côtés égaux chacun à cha- 
cun ; donc, angle OB A = OBC ; et par conséquent l’angle OBC 
est la moitié de l’angle ABC; mais les angles OBC, OCB étant 
égaux ( n° 222) , l’angle OCB est aussi la moitié de l’angle ABC 
ou de son égal BCD ; donc, angle B CO — OCD ; donc les tri- 
angles OBC , OCD sont égaux , et donnent OD=OB^OC. 

On démontrerait de même que OE = OD et OF = OE. 

2 0 . Les côtés du polygone régulier inscrit étant des cordes 
égales, sont également éloignés du centre ( n° 2/fa , i° ) ; 
donc le cercle, décrit du point O comme centre et du rayon OP, 
touchera les côtés du polygone chacun en son milieu. 

i re Remarque. Si l’on divise la circonférence en un nombre 
quelconque de parties égales AB, BC, CD, etc. ( fig- 102), le 
polygone ABCD etc., sera un polygone régulier; car il aura 
tous ses côtés égaux (n ü 244) . et tous ses angles seront aussi 
égaux comme étant inscrits dans des segmens égaux. 

2 e Remarque. On peut concevoir la circonférence divisée en 
un assez grand nombre de parties égales pour que le polygone 
qu} en résulte, en menant les cordes, ne diffère pas sensible- 
ment du cercle. Il suit de cette remarque et de la précé- 
dente , que le cerçle peut être considéré comme un polygone 
régulier dune infinité de côtés infiniment petits , 

ag.-j. i« r Problème, inscrire un quarré dans un cercle donné. 

Menez deux diamètres AB , CD (fig. io 3 ), rectangulaires, 
c’est à-dire perpendiculaires l’un à l’autre , et tirez les cordes 
AC, CB, BD, AD; le quadrilatère ACBD sera un quarré, car 
ses côtés et ses angles seront égaux. 

Remarque. Si l’on prend'le milieu E de l’arc AG, la corde AE 
sera le côté du polygone régulier de 8 côtés, et en continuant 
la bissection des arcs , on trouvera successivement les côtés des 
polygones réguliers de 16 , 3 a, etc., côtés. Ce qui fournit le 
moyen d’inscrire ces polygones daps le cercle.. 
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2t)5. 2* Problème. Inscrire un hexagone régulier et un 
triangle équilatéral dans un cercle donné ( fig. to4 )• 

Soit AB le côté de l’hexagone régulier inscrit ; menons les 
rayons OA, OB ; l’arc AB étant par hypothèse la sixième par- 
tie de la circonférence, l’angle AOB est la sixième partie de 
quatre angles droits , ou le tiers de deux angles droits ; par 
conséquent les angles A, B, du triangle isocèle AOB, valent 
ensemble les deux tiers de deux angles droits ; et puisque ces 
angles sont égaux, chacun d’eux est le tiers de deux angles 
droits ; ; le triangle AOB est donc équiangle , et par conséquent 
équilatéral ( ri 0 223, corôll. ). Donc le côté AB de l’hexagone 
régulier ''Inscrit ' ‘est l éçfal bit rajoii du cercle. 

Si l’on mène les droites AC,CE, : EA, od obtiendra le triangle 
équilatéral inscrit ACE ,; dàr> ççs: droites ;seront égales comme 
sous-tendant des arcs égaux ABC, CDE , EFA. 

Remarque. Si l’on divise l’arc AB en deux parties égales, la 
corde de la moitié de cet arc sera le côté du polygone de 12 cô- 
tés; et en continuant la bissection, on obtiendra successive- 
ment les côtés des polygones réguliers inscrits de 24, 48, 96, 
192, 384, etc., côtés. 

296. 3 e Problème. Inscrire un décagone régulier dans' un > 
cercle donné. 

Soit AB (fi£. io5) le côté du décagone régulier inscrit. 
En menant les rayons OA, OB, on aura, par hypothèse, 

angle AOB = — de 4 angles droits = 5 de 2 angles droits ; 
donc , angle O AB = OBA = | de 2 angles droits. 

Menez la droite BC qui divise l’angle ABO en 2 parties égales, 
vous aurez, angle CBO = angleABC = j de'2 angles droits; 

donc , angle AOB = angle CBO ; 

d’ailleurs angle ACB=2 fois angle CBO = § de 2 angles droits; 

donc , angle ACB = angle O AB . 

Par conséquent, les triangles OCB , ACB sont isocèles, 
et l’on a OC = CB =- AB. 

Il est facile maintenant de déterminer le côté AB. La droite BC 

19 • 
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divisant l’ongle ABO en deux parties égales , je dis qu’on a 

(O... ob: ab:: oc: AC ; 

car , en tirant par le point A une parallèle AD à BC , elle ren- 
contre le prolongement de OB en D , et l’on a 

(2) . OB : BD :: oc : AC (n° 268) ■; 

mais le triangle ABD est isocèle; puisqu’on a l’angle BAD=ABC 
l’angle ADB=CBO ( n° 214 ) et que par hypothèse, on a 
l’angle ABC = CBO; donc l’angle BAL)= ADB , d’où AB=BD ; 
substituant, IJans la proportion (2), à la place de BD sa valeur 
AB on trouve la proportion (i), On a fait voir que OC= AB, 
et comme OB=OA, il- tient- 

oa :oc ::oc : ac. 

Il suffit donc de diviser le rayon OA en moyenne et extrême 
raison (n° 285) , et le plus grand segment sera le côté cherché 
du décagone régulier inscrit. 

Remarque. Si l’on divise l’arc AB en deux parties égales, 
la corde de la moitié de cet arc sera le côté du polygone régu- 
lier de, 20 cptés ; et en continuant la bissection, on obtiendra 
successivement les côtés des polygones réguliers inscrits de 4® , 
80, etc. côtés. 

2 Q7- 4' Problème. Étant donné un polygone régulier 
ABCDEF (fig. J 06) ; on peut toujours circonscrire à la même 
ciriohférénce un polygone semblable A'B'CD'E'F'. 

Menez les rayons OG', OH', etc. , perpendiculaires aux 
côtés AB, BC, etc., du polygone inscrit, et des points G', 
H', etc., menez des tangentes qui se rencontreront en A', B', 
C', etc. ; le polygone A'B'C' etc. , formé par ces tangentes, sera 
semblable au polygone inscrit. En effet , tirez A'O , les 
triangles rectangles A'OG', A'OI', sont égitx (n° 22g>; donc 
l’angle A'OG' = l’angle A'OI', donc la droite A'O divise l’arc 
G'h'.en -dqux parties égales; mais l’égalité des triangles AOG, 
ÀOI, prouveque AO divise le même arc en deux parties égales; 
par conséquent, le%trçis points O, A, A', sont en ligne droite. 
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On démontrerait de même (jus OB' passe par le point B , que 
OC' passe par C, et ainsi de suite. Les côtés du polygone 
circonscrit étant, par construction, parallèles aux côtés du 
polygone inscrit, il en résulte que l’angle F'A'B' = FAB, 
l’angle A'B'C'=ABC,etc.; et comme les angles FAB, ABC, etc. 
sont égaux par hypothèse, il s’ensuit que les angles È'A'B', 
A'B'C', etc. , sont aussi égaux. La similitude des triangles 
AOB et A' O B', BOC et B' OC', COD et C'OD', etc. , donne 
la suite des rapports AB ; A'B' ;; BC ; B'C' ” CD ; C/D', ete. ; 
or, par hypothèse, on a AB = BC = CD, etc.; donc aussi 
A'B'=B'C'= C'D',etc. Par conséquent, le polygone A'B'C' etc. 
est semblable au polygone donné inscrit ABC etc. 

•298. 5 ” Problème. Connaissant le côté AB (fig. 107) d'un 
polygone régulier inscrit dans un cercle dont le rayon AO est 
donné, calculer le côté du polygone semblable circonscrit au 
même cercle. 

Menez le rayon OC perpendiculaire sur la corde AB, me- 
nez ensuite par le point C une tangente, prolongez les rayons, 
OA, OB, et vous obtiendrez ainsi le côté EF du polygone 
circonscrit semblable au polygone régulier inscrit (n° 297). 
Il s’agit de déterminer EF, au moyen des données AO, AB; 
les triangles AOD, EOC étant semblables (n°27i), donnent 


or. 


D’où 


od:oc':: ad:ec:: zAD: 2EC; 

2AD=AB, 2EC=EF; donc, ODlOC:: AB; EF. 

AO X AB 


0 ). 


EF =. 


OD 


dans cette expression la valeur de OD est inconnue , on la 
trouvera d’après le théorème du n° 276, qui donne 

ÔD*= AO* — ÂD*= XO - -J AB*, 

donc OD = Vao‘— £ AB*; 

substituant cette valeur dans l’expression (1), on obtient 


EF = 


AO X AB 

Vaô — î Xb 1 "’ 
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faisant AO = r, AB — b, il viendra la formule demandée 



rb 



299. 6' Problème. Connaissant le côté d’un polygone régu- 
lier inscrit dans un cercle dont le rayon est donné , calculer 
le côté du polygone régulier d’un nombre double de côtés, ins- 
crit dans le même cercle (lîg. 108). 

Soit AB le côté d’un polygone régulier de n côtés inscrit dans 
le cercle dont le rayon OA est donné ; la perpendiculaire OC 
à la corde AB, passera par le milieu D de cette corde , et par le 
milieu C de l’arc AB (n° 246) ; de sorte que la corde AC sera le 
côté du polygone régulier inscrit de 2 n côtés. Il s’agit de déter- 
miner AC au moyen dos quantités connues AO et AB. 

D’après la propriété du triangle rectangle (n° 276), les 
triangles rectangles ADC , ADO, donnent 

ÂC* = A~D + DC = iAB*+ (OC — OD)”, 

OD = ÔT— ÂD*= OA - i AB* d’où 
(»)... OD=V / ÔA , -iAB* et (2)... AC=Vi AB*+(OA-OD)\ 


La formule (1) déterminera OD, et ensuite la formule (2) 
servira à calculer AC. Le problème est donc résolu. 

Si l’on veut exprimer AC au moyen des données AO, AB, 
on développera le quarré de OA — OD, on remplacera OD 
par sa valeur (1), et en faisant AO—r, AC=c, AB ~b , 
on trouvera la formule demandée 

(3) . . . c = V r[ir — [/ 4 r a — ô 2 ). 


5 XIX. Aire d'un polygone régulier. Mesure du cercle. 
Rapport de la circonférence au diamètre. 

3oo. Théorème. L’aire d’un polygone régulier est égale 
à son périmètre , multiplié par la moitié du rayon du cercle 
inscrit. 
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En effet, soit le polygone régulier ABCDEF (fig. 102); si du 
centre O l’on mène les droites OA , OB, OC, etc., on décom- 
posera ce polygone en autant de triangles qu’il y a de côtés ; 
or, en considérant AB, BC, etc., comme les bases de ces triangles, 
ils auront tous pour hauteur le rayon OP du cercle inscrit. 

Donc, surf. AOB = j OP X AB , surf. BOC = ■£ OP X BC; etc. 
Donc , surf. ABCDEF = j OP X (AB BC -f- etc.). 

Remarque. Le rayon du cercle inscrit dans lin polygone ré- 
gulier est appelé quelquefois l’apothème de ce polygone. 

3 01. TnêoniME. L’aire du cerclé est égale à la circonférence 
multipliée par la moitié du rayon. 

En effet , l’aire d’un polygone régulier est égale à son péri- 
mètre multiplié par la moitié du rayon du cercle inscrit ; d’ail- 
leurs un cercle peut être considéré comme un polygone régu- 
lier d’une infinité de côtés infiniment petits (n° 293, 2* rem,.), 
et, dans ce cas, le contour du polygone devient la circonfé- 
rence et l’apothème devient égal au rayon ; le théorème est 
donc démontré. 

Remarque. Si l’on pouvait déterminer une commune mesure 
entre la circonférence et son rayon, on tranformerait facilement 
le cercle en un quarré équivalent, et l’on obtiendrait la qua- 
drature du cercle. On ne saurait trouver le rapport exact de 
la circonférence au diamètre , cependant nous verrons (n° 3 oz{) 
qu’on peut en obtenir des valeurs très approchées. 

3 02. Théorème. Les périmètres de dèux polygones régu- 
liers d’un même nombre de côtés sont entre eux comme les 
rayons des cercles inscrits et circonscrits , et leurs surfaces 
sont entre elles comme les quarrés de ces mêmes rayons. 

En effet : i°. Soient ABCDEF et abedef (fig. 109) les po- 
lygones réguliers proposés ;OA et oa , les rayons des cercles cir- 
conscrits; OH et oh les rayons des cercles inscrits. Les triangles 
isocèles AOB, aob , sont semblables, car l’angle BAF étant égal 
à baf (n° 291), l’angle BAO moitié de BAF est égal à bao 
moitié de baf ; donc AB ; ab AO : ao. 
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Mais , les côtés AB , ab, sont contenus le même nombre de 
fois; dans les périmètres dont ils font partie. Donc 

périm. ABCDEF : périm. abcdef AO ao. 

D’ailleurs, la similitude des triangles rectangles AOH, aoh, 
donne AO : ao :: OH : oh-, donc aussi 


périm. ABCDEF ; périm. abcdef ” OH : oh,. 


» & 

2°. On a , triangle AOB : triangle aob " AO : ao (n* 270); 
et les triangles AOB, aob, étant contenus le même nombre de 
fois dans les polygones dont ils font partie, sont entVe eux. 
comme ces polygones ; donc 

polyg. ABCDEF : polyg. abcdef :: AO : ao “ OH oh. 


3o3. Théorème. Les circonférences des cercles sont comme 
leurs rayons, et leurs surfaces comme les quarrés de ces rayons. 

Car, le cercle pouvant être considéré comme un polygone 
régulier d’une infinité de côtés infiniment petits, les pro- 
priétés des polygones réguliers , démontrées dans le théorème 
précédent, appartiennent également aux cercles. 

Corollaire. Soient R et R', les rayons de deuxcercles, on aura 


cire. R : cire. R' R : R' 


2R ; 2R' - K d’où 


cire. R cire. R' 
"air- aR' * 


Le rapport de la circonférence au diamètre est donc une 
quantité constante, indépendante de la grandeur du diamètre. 

On désigne ordinairement ce rapport constant par *•; de sorte 
que cjjrc. R = 2*- X R ; faisant R = i, il vient cire. = 2*-. 

La surface du cercle étant égale à la circonférence multi- 
pliée par la moitié du rayon (n° 3 oi) , on a 

surf. R ss= 2srR X;R = jtR*. 


3 o 4- Problème. Calculer le rapport *■ dt la circonférence 
au diamètre. 

Le côté de l’hexagone régulier inscrit dans un cercle étant 
égal au rayon ( ri° 298 ) , si l’on suppose que cet hexagone 
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est inscrit dans le cercle dont le rayon est égal à l’unité li- 
néaire , la formule ( 3 ) du n* 299, donnera le moyen de calculer 
successivement le côté et par suite le périmètre du polygone 
régulier inscrit, de 12 côtés, de 24 côtés, de 48 côtés, etc., 
et la formule (2) du 11 0 298, servira à calculer le côté 
et par suite le périmètre du polygone régulier circonscrit, 
de 6 côtés, de 12 côtés, de 24 côtés, de 48 côtés, etc. Lors- 
qu’on sera ainsi parvenu à deux polygones, l’un inscrit et 
l’autre circonscrit au même cercle, composés chacun de 1 536 cô- 
tés, leurs périmètres seront représentés par les nombres 
6,283i8 et 6,28319; la circonférence, à laquelle correspond 
ces polygones , étant comprise entre les périmètres de ces 
mêmes polygones, il s’ensuit qu’en prenant la moyenne arith- 
métique (n° i 53 , 4 °) entre les valeurs de ces périmètres, on 
aura 6,283i8 pour la longueur de la circonférence , à moins 
d’un demi-cent-millième. 

Puisque ix représente la longueur de la circonférence qui 
a pour rayon l’unité (n“ 3 o 3 , cor.), on aura 


25 t = 6,283i 8, d’où *- = 3 ,i4i59, 

pour la valeur du rapport de la circonférence au diamètre, 
à un quart de cent-millième. 

Si l’on eût continué de doubler le nombre de côtés des po- 
lygones, on serait parvenu à des valeurs de plus en plus ap- 
prochées du rapport de la circonférence au diamètre. 

Archimède avait trouvé — pour la valeur approchée de ir. 

1 355 

Adrien Métius a obtenu la valeur plus approchée yyg. Seguin, 

, . . >521 , ... 

architecte, a trouve ; ce rapport est plus exact que celui 

d 'Archimède , et l’est un peu moins que celui de Mélius; 
mais il a l’avantage d’être exprimé par deux quarrés dont les 
racinçs sont 39 et 22. Depuis ôn a trouvé la valeur beaucoup 
ptus approchée 


x = 3 , 1 4 * Sga 653 58 g 793 etc. 
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Notions préliminaires. Des Plans et des Lignes 
droites considérées d’une manière quelconque 
dans l’espace. 

■ § I". Notions préliminaires. 

' *. ‘ • t •*' 

3 0 5 . Une droite ne peut être en partie dans un plan et 
en partie dehors. Car il résulte de la définition du plan 
(iï° 198), que lorsqu’une droite a deux points communs avec 
un plan , elle est tout entière dans ce plan. 

3 0 6 . Deux droites AB, AC (fig. no) qui se coupent, sont 
dans un même plan, et en déterminent la position. 

En effet, on peut toujours mener un plan suivant AB et le 
faire tourner autour de cette droite jusqu’à ce qu’il rencontre 
un point C de la droite. AC; alors ce plan contiendra aussi la 
ligne AC tout entière (n° 3 o 5 ). On voit d’ailleurs que la po- 
sition de ce plan est déterminée; car s’il continue de tourner 
autour de la droite AB, il quittera le point C et cessera de 
contenir la droite AC. Par conséquent : 

i°. Trois points non en ligne droite déterminent la posi- 
tion d’un plan. 

2°. Deux parallèles AB, CD (fig. m), qui, d’après leur 
définition (n° 201), sont toujours dans un même plan, en dé- 
terminent aussi la position ; car ce plan passe par la sé- 
cante AC (n“ 3 o 6 ). 

307. U intersection de deux plans est une ligne droite. Car , 
si parmi les points communs aux deux plans, il s’en trouvait 
trois qui ne fussent pas en ligne droite , ces deux plans se con-, 
fondraient et ne formeraient qu’un seul plan (n° 3 o 6 , 1°), 
ce qui est contre la supposition. 

U intersection de trois plans , qui ne passent pas par une 
même droite, est un point. Car, l’interseçtion de deux de Ces 
plans étant une droite, le troisième plan, qui ne passe pas 
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par cette droite, la coupera en un point, et ce point sera l’inter- 
section des trois plans. 

3 o 8 . lorsque deux plans CABE, DABF (Gg. 121) se coupent, 
la quantité plus ou moins grande dont ils sont écartés l’un de 
l’autre est Yangle des deux plans. On l’appelle aussi angle 
di'edre. On verra ( n° 319) comment on mesure cet angle. 
L’intersection des deux plans est 1 ’arète de l’angle dièdre. 
On désigne l’angle dièdre par quatre lettres, en ayaDt soin 
de placer au milieu les deux lettres qui indiquent l’arète. Ainsi, 
l’angle CARF (Gg. 121) désigne l’angle dièdre formé par les 
deux plans CABE , DABF. 

3 og. On appelle angle solide ou angle polyèdre, l’espace 
angulaire compris entre plusieurs plans qui se coupent en un 
point; ce point est 1 c sommet de l’angle solide. Ainsi, les plans 
SAB, SBC, SCD, etc. (Gg. 128), qui se coupent au point S, for- 
ment l’angle solide SABCD, etc. On nomme Jaces les angles 
ASB , BSC , CSD , etc. , formés par les arêtes SA , SB , SC , etc. 
On dit aussi, que l’angle solide S est formé par les angles plans 
ASB, BSC, etc. 

Le plus simple des angles solides , est l’angle trièdre formé 
par trois faces, on le nomme aussi angle solide triple. Les angles 
solides formés par quatre, cinq, six, sept, etc. faces, s’appellent 
angle tétraèdre, pentaèdre, hexaèdre, heptaèdre, etc. 

3 10. Une droite est dite perpendiculaire à un plan lorsqu’elle 
est perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied 
dans le plan ; réciproquement, alors le plan est perpendicu- 
laire à la droite. 

Une droite et un plan, ou deux plans, sont parallèles lorsque, 
prolongés indéfiniment, ils ne se rencontrent pas. 

§ II. Des perpendiculaires et des obliques à un plan. 

3 1 1 . Théorème. Lorsqu’une droite AP (Gg. 112) est per- 
pendiculaire à deux autres PB, PC , menées par son pied dans 
le plan MN, elle est perpendiculaire à ce plan. 

Pour le démontrer, il suffit de faire voir que la droite AP 
est perpendiculaire à toute autre droite PD menée par son 
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pied P dans le plan MN (n° 3 io);à cet effet, prolonge* AP 

au-dessous du plan , et prenez PA'=PA ; coupez les trois lignes 
PB, PD, PC, par une droite quelconque BDC, et menez 
ensuite les droites AB, AC, AD, A'B, A'C, A'D. Les triangles 

APB, A'PB sont égaux, car les angles APB, A'PB sont droits 
par hypothèse, AP est égal à A'P par construction, et le côté 
PB est commun; donc AB = A'B. 

On prouverait de la même manière l’égalité des triangles 

APC , A'PC ; donc aussi AC = A'C. 

Il suit de là que les deux triangles ABC, A'BC, sont é^aux 
comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun : ainsi 
l’angle ABC est égal à l’angle A'BC ; et puisque le côté BD 
est commun et que AB est égal à A'B, on en conclut que le 
triangle ABD est égal au triangle A'BD, et par suite que AD 
est égala A'D. Par conséquent, le triangle AD A' est isocèle, 
et DP est une droite menée sur le milieu de la hase AA'. 
Donc PD est perpendiculaire à AP (n° 222, I er coroll.). 

1 er Corollaire. Par un point A (fig. n 5 ) pris hors d’un 
plan, on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire AP à 
ce plan. Car si l’on pouvait en mener une autre AB, les angles 
APB, ABP, seraient droits; on pourrait donc ahaisser deux 
perpendiculaires d’un point A sur la même droite PB; ce qui 
est impossible (n° 226). 

2* Corollaire. D’un point P (fig. ii/j) pris dans un plan 
MN, on ne peut élever qu’une seule perpendiculaire PA à ce 
plan. Car, si l’on pouvait élever une autre perpendiculaire PC 
au plan MN , l’intersection PB des plans APC et MN serait 
à la fois perpendiculaire aux droites PA et PC ; ce qui est 
impossible (n° 207). 

3 * Corollaire. Les droites BC , BD (fig. n 3 ), étant per- 
pendiculaires à AB , si l’on mène une troisième droite BE per- 
pendiculaire aussi à AB, cette droite se trouvera dans le plan 
IV 1 N des deux droites BC, BD. Car, si cela n’avait pas lieu, 
en faisant passer un plan suivant AB et BE , son intersection 
BI, avec le plan MN, serait perpendiculaire à AB; mais déjà, 
par hypothèse, BE est perpendiculaire à la même droite AB; 
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on pourrait donc, dans un même plan, mener par un point 

deux perpendiculaires à une même droite, ce qui est im- 
possible (n° 207). 

Remarque. Si parle point A (fig. 112) delà perpendiculaire 
AP au plan MN , on mène une parallèle RS à une droite PB , 
située dans le plan MN , cette droite RS sera perpendiculaire 
à AP, mais elle ne sera pas parallèle à PC, quoique cette der- 
nière soit aussi perpendiculaire à AP. On voit donc que dans 
l’espace, deux droites peuvent être perpendiculaires à une troi- 
sième sans être parallèles. 

3i2. Théorème. Si d'un point A (fig. n 5 ) pris hors d'un 
plan MN, on mène la perpendiculaire AP et différentes obli- 
ques AB, AC, AD , etc . , i°. la perpendiculaire sera plus 
courte que toute oblique ; a°. les obliques également éloignées 
du pied de la perpendiculaire seront égales ; 3 °. de deux obli- 
ques inégalement éloignées du pied de la perpendiculaire, celle 
qui s’en écarte le plus sera la plus longue. 

En effet : i°. les triangles APB, APC, APD, etc., étant rec- 
tangles en P , les obliques sont des hypoténuses ; donc AP est 
moindre que les obliques AB, AC, AD, etc. (n° 224). 

2 0 . Si l’on a PB = PC, les deux triangles rectangles APB, 
APC, seront égaux comme ayant un angle égal compris entre 
deux cétés égaux chacun à chacun. Donc AB = AC. 

3 °. Si l’on a PD^>PB, prenez sur PD une longueur PE=PB, 
et menez la droite AE ; l’oblique AD est plus grande que AE 
(n° 227, 3 °) , et d’après (i°.) on a AE = AB ; donc AD > AB. 

Remarque. L 'inclinaison de l’oblique AB (fig. Ii5) sur le 
plan MN, se mesure par l’angle ABP formé par ABetpar la droite 
BP, qui joint le pied de l’oblique au pied de la perpendiculaire 
abaissée d’un point quelconque de AB sur le plan MN. 

Cet angle est le même pour toutes les obliques également éloi- 
gnées du pied de la perpendiculaire. 

I er Corollaire. La perpendiculaire mesure la distance dé un 
point à un plan, car elle est la plus petite des lignes qu’on 
puisse mener de ce point au plan. 

a*, Corollaire. Si du pied P (fig. 1 15) de la perpendiculaire 
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AP au plan MN , et d’un rayon quelconque PB , on décrit une 
circonférence BEC dans ce plan, les obliques AB, AC, AE, etc., 
menées du point A aux différens points de la circonférence se- 
ront égales (2 0 ). Donc, si l’on veut du point A abaisser une 
perpendiculaire sur le plan MN , il suffit de déterminer dans 
ce plan trois points B, C, E, également distans du point A, 
et le centre du cercle qui passe par ces points (n° 2^9) est le 
pied de la perpendiculaire cherchée. 

§ III. Des droites et des plans parallèles. 

3 1 3 . Théorème. La droite AB (fig. 116) parallèle à une droite 
CD située dans un plan MN , est parallèle à ce plan. 

En effet, on peut toujours faire passer un plan AD par les 
parallèles AB, CD; or, la droite AB étant tout entière dans le 
plan AD , 11e pourrait rencontrer le plan MN qu'en un des points 
de l’intersection CD de ces deux plans; mais les parallèles AB, 
CD ne peuvent se rencontrer; donc AB est parallèle au plan MN. 

3 1 4 - Théorème. Deux angles BAC, EDF (fig. 117), qui ont 
les côtés parallèles et dirigés dans le meme sens sont égaux. 

Joignez les sommets des deux angles par la droite AD ; pre- 
nez sur les côtés AB, AC, deux points quelconques B, C; par 
chacun de ces points et par le milieu G de AD, menez les 
droites BH , CP, qui rencontreront aux points H , P, les cô- 
tés ED, FD, suffisamment prolongés. Les triangles AGC, DGP, 
ont les angles AGC, DGP égaux comme opposés au sommet, 
les angles GAC , GPD , égaux comme alternes-internes ; d’ail- 
leurs AG= GD par construction ; donc ces deux triangles sont 
égaux; donc GC = GP et AC = DP. 

On démontrera de la même manière l’égalité des triangles 
AGB, DGH ; donc on a aussi AB = DIT, GB=GH. Mainte- 
nant, si l’on tire les droites BC, HP , les triangles BGC, HGP, 
seront égaux, car les angles BGC, HGP, égaux comme oppo- 
sés au sommet, sont compris entre côtés égaux ; donc BC=HP. 
Par conséquent, les triangles BAC , HDP, sont égaux, comme 
ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. Donc l’angle PDH, 
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ou son opposé au sommet EDF, est égal à l’angle BAC. Ce 
qu’il fallait démontrer. 

3 1 5 . Théorème. Lorsqu une droite AB (6g. 1 18) est perpen- 
diculaire à un plan MN , toute parall'ele DE à AB est perpen- 
diculaire au même plan. 

En effet , menez par les pieds B et E , dans le plan MN, deux 
parallèles quelconques BC, EF; les angles ABC, DEF, seront égaux 
(n° 3 1 4)- Mais le premier angle est droit par hypothèse, donc 
l’angle DEF est aussi droit. Par conséquent , DE est perpendi- 
culaire à toute droite qui passe par son pied dans le plan MN ; 
donc DE est perpendiculaire à ce plan. 

1 er Corollaire. Deux droites AB, ED (fig. 118), perpendi- 
culaires à un meme plan MN , sont parallèles ; car, si la pa- 
rallèle à BA, menée par le point E, était différente de ED, 
comme elle serait perpendiculaire au plan MN, il s’ensuivrait 
que par le point E on pourrait élever deux perpendiculaires 
au plan MN; ce qui est absurde (n° 3 i i, 2 e coroll.). 

2 e Corollaire. Deux droites AB , DE (6g. 1 1 8) , parallèles 
à une troisième GH, sont parallèles; car si l’on conçoit un 
plan MN perpendiculaire à GH , ce plan sera aussi perpendi- 
culaire aux droites AB , DE; ces deux droites seront donc pa- 
rallèles ( i ,r cor.). 

3 1 6 . Théorème. Deux plans MN, RS ( 6g. 1 19) , perpendi- 
culaires à une même droite AB, sont parallèles. 

En effet, si les plans MN , RS, se rencontraient , il s’ensui- 
vrait, qu’en menant par un des points de leur intersection une 
droite à chacun des points A , B , ees deux droites seraient per- 
pendiculaires à AB (n° 3 io). Ce qui est impossible (n° 226). 

317. Théorème. Les intersections AC, BD (6g. 119) de deux 
plans parallèles MN , RS , par un troisième AD , sont paral- 
lèles. 

En effet, si les droites AC, BD , qui sont situées dans un 
même plan , n’étaient pas parallèles, étant suiEsamraenl pro- 
longées, elles se rencontreraient ; et par conséquent, les plaus 
MN , RS , dans lesquels elles sont situées, se rencontreraient 
aussi ; ce qui est contre l’hypothèse. 
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i" Corollaire. Deux parallèles AB, CD, comprises entre 
deux plans parallèles MN, RS, sont égales. Car si par ces paral- 
lèles on conçoit un plan, il coupera les deux plans MN , RS, 
suivant des droites AC, BD, qui seront parallèles; la figure ABDC 
sera donc un parallélogrynrne ; donc AC = BD. . . . À 

2* Corollaire. Si les droites AD,BE,CF (iig. 120) sont 
égales et parallèles , les deux plans conduits suivant les 
points A, B, C, et D , E , F, sont parallèles. Car, si le plan 
BAC n’était pas parallèle au plan EDF , on pourrait mener par 
le point A un plan parallèle à EDF, qui couperait une des droites, 
par exemple CF, en un point H différent de C. On aurait, d’après 
le corollaire précédent, HF=AD; mais par hypothèse AD=CF; 
donc CF=HF; ce qui est absurde. 

3* Corollaire. Si deux angles égaux BAC, EDF (fig. 120) 
sont formés par des côtés parallèles , les plans de ces angles sont 
parallèles . Prenez AB= DE, AC = DF , et tirez les droites 
BC, EF, BE, CF. La figure ABED est un parallélogramme, 
puisque AB est égal et parallèle à DE ; donc BE est égal et pa- 
rallèle à AD. Par la même raison , CF est égal et parallèle à 
AD; donc aussi les droites BE , CF sont égales et parallèles 
( n° 2 1 4 > 2 e cor.); ainsi les trois droites. AD, BE, CF, sont 
égales et parallèles. Par conséquent, les plans BAC , EDF , sont 
parallèles. 

3 18. Théorème. La droite AB (fig. 1 19 ) perpendiculaire au 
plan MN , est perpendiculaire à tout plan RS parallèle au 
plan MN. 

En effet ; soit AC une droite quelconque menée par le point A 
dans le plan MN ; si l’on conduit un plan par les droites AB, 
AC, ce plan coupera le plan RS suivant une droite BD paral- 
lèle à AC (n° 317); mais la droite AB est perpendiculaire à AC, 
donc elle est aussi perpendiculaire à BD ; par conséquent AB 
est perpendiculaire au plan RS, puisqu’elle est perpendicu- 
laire à’ une droite quelconque BD qui passe par son pied dans 
'ce plan. 

Corollaire. Deux plans parallèles sont partout à égale dis- 
tance. Car si l’on mène des perpendiculairesà chacun des deux 
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plans, ces droites étant perpendiculaires à la fois aux deux 
plans (n° 3i8) , seront parallèles entre elles (n° 3i5, i" cor.) 
donc elles sont égales (n° Zf] , i" cor. ). 

11 en est de même d’un plan et d’une droite parallèles. 


a 
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§ IV. Mesure des angles dièdres. Des plans perpendiculaires. 
Propriétés des angles trièdres. 


4 


3ig. TnéoRÈME. L'angle dièdre CABF ( fig. iai ) est mesuré 
par r angle rectiligne CAD que font entre elles deux droites AC, 
AD, menées , par le point A, perpendiculairement à rare le AB 
dans chacun des plans. 

Remarquez d’abord que cet angle rectiligne est constant, 
c’est-à-dire qu’en menant par tout autre point B de l’ arête AB, 
deux perpendiculaires BE, BF, à AB, dans chacun des plans, 
l’angle EBF sera égal à CAD. Car les droites AÇ , BE , situées 
dans un même plan et perpendiculaires à AB, sont parallèles; 
par la même raison AD et BF sont parallèles. Donc les angles 
CAD, EBF, sont égaux comme ayant les côtés parallèles et 
dirigés dans le même sens (n°3i4). Cela posé: 

i°. Si deux angles CAD, C'A'D' (fig. iai et 12 a), dont les 
côtés sont menés perpendiculairement aux arêtes AB, A'B' 
sont égaux , les angles dièdres CABF, C'A'B'F' seront aussi égaux 
En effet, les angles CAB , CA'B', étant droits, on peut les ap 
pliquerl’un sur l’autre de manière que leurs côtés coïucident 
et que A' tombe en A ; le plan C'A'D' étant perpendiculaire à 
A'B' ( puisque A'C' et A'D', sont par construction perpendicu- 
laires à A'B') se confondra avec le plan CAD qui, par la même 
raison, est perpendiculaire à AB ( n° 3n) , et à cause de l’éga- 
lité des angles CAD, C'A'D', la droite A'D' se confondra avec 
AD; donc les plans D'A'B', DAB coïncideront. Par conséquent, 
les angles dièdres CABF, C'A'B'F', sont égaux. 

a°. Si deux angles rectilignes CAD, PGK(fig. ia3) , dont 
les côtés sont perpendiculaires aux arêtes AB, GH, sont dans 
un certain rapport, les angles dièdres CABF, PGHM seront dans 
le même rapport. En effet, supposez que ces angles soient entre 

20 


M 




.M 

•TV 


*' 




. Jn 

-'-'«r 


■ 


v 

v 




3o6 géométrie. 

eux 3 î 5; des points A, G comme centres , et d’un même 
rayon, décrivez les arcs CD , PK, vous aurez 

arc CD : arcPK “3:5, (n° 240 ). 

Divisez l’arc CD en trois parties égales Co, ab , bü, l’arc PK 
contiendra cinq parties Pc, cd, etc., égales à ab ; menez les 
rayons An , A b ; par ces rayons et l’arète AB , menez des plans 
zjAB, 5 AB; l’angle dièdre CABF sera divisé en trois angles 
dièdres CABa', aABb', é-ABF, égaux entre eux; car, les rayons 
AC, A a, kb, AD, étant situés dans le plan CAD perpendicu- 
laire à AB sont perpendiculaires à AB ; d’ailleurs les angles rec- 
tilignes CAa , akb, 6 AD, sont égaux par construction; donc 
jes trois angles dièdres CAB a', aAB b', 6ABF, sont égaux Ci"). 
On divisera de même l’angle dièdre PGHM en cinq angles diè- 
dres égaux aux trois angles dièdres CABa', akBb', b ABF , en 
faisant passer des plans par l’arète GH et les rayons Gc, G d, 
Ge, G f. On aura donc 

angle dièdre CABF : angle diedre PGHM JJ 3 J 5. Donc 
angle dièd. CABF: angle dièd. PGHM : : angle CAD : angle PGK. 

i r * Remabque. Deux plans sont perpendiculaires, lorsque 
l’angle rectiligne qui mesure l’angle dièdre est droit. 

a* Remarque. Lorsque deux plans parallèles MN, PQ(Gg. 124 ) 
sont coupés par un troisième RS, ils font avec celni-ci des 
angles dièdres SÜVQ , SRTN, égaux entre eux. En effet, si 
l’on conçoit un planEAB perpendiculaire à l’intersection UV 
des plans PQ, RS , il sera aussi perpendiculaire à l’intersection 
RT des plans MN , RS (n° 3i5) ; par conséquent , il coupera le 
plan RS suivant une droite AE perpendiculaire aux droites 
UV, RT (n° 3n) , et les deux plans MN, PQ, suivant deux 
droites AB, CD, qui seront respectivement perpendiculaires à 
RT et à UV , puisqu’elles sont situées dans un plan perpendi- 
culaire aux droites RT, UV. Il suit de la que les angles ECD, 
EAB, mesurent les inclinaisons des plans PQ, MN sur le plan 
RS; mais les droites CD, AB, étant parallèles, les angles ECD, 
EABsontégaux. Donc les anglesdièd res SUVQ, SRTN sontégaux. 
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En général, lorsque deux plans parallèles sont coupés par un 
troisième, les angles dièdres formés par ces plans jouissent des 
mêmes propriétés que les angles de deux droites parallèles cou- 
pées par une sécante. 

320 . Théorème. La droite AP (fig. 125) étant perpendiculaire 
au plan MN , tout plan BD conduit par cette droite est perpen- 
diculaire au plan MN. 

En effet, si par le pied P de la perpendiculaire AP on mène 
dans le plan MN , la perpendiculaire PH à l’intersection BC, 
l’angle APH sera droit (n° 3u) ; mais cet angle mesure l’angle 
des deux plans MN, BD (n°3i9); donc ces deux plans sont 
perpendiculaires (n° 3ig, i re rem.). 

321 . Théorème. Si deux plans MN, BD (fig. 125) sont per- 
pendiculaires entre eux , et que par un point P de leur intersec- 
tion BC , on élève dans le plan BD la perpendiculaire PA sur 
BC , la droite AP sera perpendiculaire au plan MN. 

En effet, menons dans le plan MN la perpendiculaire PH à 
BC, l’angle APH mesurant l’angle des plans BD, MN, perpen- 
diculaires entre eux, sera droit; donc AP est perpendiculaire 
aux deux droites BC , PH ; et par conséquent au plan MN qui 
passe par ces droites (n° 3u). 

322 . Théorème. Quand deux plans MN, BD (fig. 12Ô) sont 
perpendiculaires entre eux , la droite PA menée par un point 
de leur intersection BC perpendiculairement au plan MN, est 
tout entière dans le plan BD. 

En effet , si l’on mène par le point P une perpendiculaire à 
BC dans le plan BD, cette ligne sera perpendiculaire au plan 
MN (n° 32i) ; or, si cette ligne était différente de PA, il en 
résulterait que d’ün même point P on pourrait élever deux 
perpendiculaires à un même plan ; ce qui est impossible 
(n° 3i i , a* coroll.). Le théorème est donc démontré. 

323. Théorème. Quand deux plans ABC, ABD (Gg. 126) qui 
se coupent, sont perpendiculaires à un troisième plan MN, l’in- 
tersection AB des deux premiers plans est perpendiculaire au 
troisième. 
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Car, si l’on mène par l’intersection B des trois plans, une per- 
pendiculaire an plan MN, cette perpendiculaire étant tout en- 
tière dans chacun des plans ABC, ABD (u° 32 a) , ne peut être 
que leur intersection AB. ^ ^ 

324. Théorème. Lorsque par un point A (fig. 127), on mène 
la perpendiculaire AP au plan MN , et que du pied P de cette 
perpendiculaire on tire une perpendiculaire PD , à une droite 
BC située dans le plan MN , la droite AD est perpendiculaire 
sur la droite BC. ' Au*-* . . 

En effet, le plan APD est perpendiculaire à MN (n® 3 ao) , et 
BDCestune droite, située dans le plan MN , perpendiculaire à 
l’intersection PD de ces deux plans ; donc BDC est perpendicu- 
laire au plan APD (n® 3 ai), et par suite BDC est perpendiculaire 
à la droite DA située dans le plan APD (n° 3 i i)- 

3 a 5 . Théorème. Dans tout angle trièdre, formé par trois faces 
ASB, ASC, BSC ( fig. 128), chaque face est plus petite que la 
somme des deux autres. 

Soit l’angle ASC plus grand que chacun des angles ASB, BSC; 
je dis qu’on a ASC ASB -f- BSC. 

En effet, menez dans le plan ASC la droite SE sous l’angle 
CSE = CSB ; tirez AC qui coupera SE en un point D ; prenez 
SB — SD et menez les droites AB, BC. Les triangles CSB, CSD, 
sont égaux (n° 2 19) ; donc DC = BC ; mais AC < AB -f BC, 
donc AC — DC ou AD < AB ; et comme les côtés SA , SB , qui 
comprennent l’angle ASB, sont égaux aux côtés SA, SD, qui 
comprennent l’angle ASD, il résulte du principe du n° 225 que 
l’angle ASD < ASB ; et comme, par construction , l’angle 
DSC=BSC, on en conclut que ASD-f-DSCou ASC<^ASB-f-BSC. 

3 u 6 . Théorème. La somme des angles plans qui composent 
un angle solide S (fig. 129), est plus petite que quatre angles 
droits. 

Menez le plan ABCDE, de manière qu’il eoupe toutes les arêtes 
de l’angle solide S en des points A , B, C, D, E; le polygone 
ABCDE aura autant de côtés qu’il y a d’arètes SA, SB, etc. 
Décomposez ce polygone, en joignant tous les sommets uyec un 
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point intérieur quelconque O*, tous obtenei ainsi autant de 
triangles dont les sommets sont en O, qu’il y a de triangles dont 
les sommets sont en S. Mais, la somme des angles de la base des 
triangles dont les sommets sont en O est moindre que celle des 
angles de la base dont les sommets sont en S. Car (n° 3 x 5 ), 

ABO + OBC ou ABC < ABS + SBC; 

' -vJ* ' * 

et ainsi de suite; il faut donc, par compensation, que la somme 
des angles formés autour du point O soit plus grande que la 
somme des angles autour du sommet S. Mais la première somme 
est égale à quatre angles droits (n° 208, 3 e coroll.); donc la 
somme des angles plans qui composent un angle solide est 
moindre que quatre angles droits. 

327. TuéoRiwE. Lorsque les trois angles plans DSE, DSF, 
ESF, (fig. 1 3 o) qui forment un angle solide triple S sont res- 
pectivement égaux aux trois angles plans D'S'E', D'S'F', E'S'F', 
qui forment V angle solide S, les angles plans égaux sont éga- 
lement inclinés l’un sur l’autre. 

Pour démontrer que l’angle dièdre ESDF formé parles plans 
DSE, DSF, est égal à l’angle dièdre E'S'D'F’, formé par les 
plans D'S'E', D'S'F', on mène , par un point quelconque A de 
l’intersection SD, deux perpendiculaires AB, AC à SD dans 
les plans DSE, DSF; l’angle BAC mesure l’angle dièdre 
ESDF ( n° 319). Prenant S'A' = SA, et menant dans les plans 
D'S'E', D'S'F', les perpendiculaires A'B', A'C', à leur in- 
tersection S'D', l’angle B' A'C' mesurera l’angle dièdre E'S'D'F'. 
Or, les angles ASB, A'S'B', sont égaux par hypothèse, 
et les angles BAS, B' A' S', sont droits par construction, les 
triangles BAS, B' A' S' sont donc égaux (n° 220). On prouverait 
de la même manière que les triangles rectangles CAS, C'A'S', 
sont égaux. Donc, 

AB = A'B', AC =s A'C', SB = S'B', SC = S'C'. 

Comme l’angle BSC=B'S'C' par hypothèse, les triangles 
BAC, B'A'C', sont donc égaux; les angles BAC, B' A'C', sont 
donc égaux (n* 221 ). Par conséquent, les angles dièdres ESDF, 
E'S'D'F', sont égaux. 
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On prouverait d’une manière semblable que les autres angle» 
dièdres sont égaux chacun à chacun. 

Remarque. Lorsqu’on applique le triangle A'S'C' sur son égal 
ASC, de manière que les points A', S', C', tombent en A, S, 
C , il peut arriver deux cas : 

i°. Si les plans DSE , D'S'E', tombent d’un même côté par 
rapport aux plans DSF, D'S'F', qui n’en font qu’un , les deux 
premiers plans coïncideront ; car les angles dièdres ESDF, 
Ê'S'D'F', sont égaux ; et comme l’angle DSE = D'S'E', l’arète 
SE prendra la direction S'E'; les trois arêtes de l’angle solide S, 
coïncidant avec celles de l’angle solide S', ces deux angles so- 
lides seront égaux. 

2 *. Si les plans ASB, A'S'B', tombent de part et d’autre des 
plans DSF, D'S'F', qui sont superposés, l’arète S'E' viendra 
en SK ; les faces de l’angle solide S, ne pouvant plus coïncider 
avec celles de l’angle solide S', quoique les trois angles dièdres 
soient égaux chacun à chacun, on dit alors que ces angles 
solides sont symétriques. 

328. Théorème. Si d'un point P (fig. i3i) pris dans an- 
térieur d’un angle dièdre XABY, on abaisse des perpendicu- 
laires sur les deux plans qui forment cet angle dièdre, T angle 
formé par ces perpendiculaires sera le supplément de l’angle 
dièdre. 

Du point P , menez les perpendiculaires PC, PN, aux plans 
AX , AY ; le plan CPN, conduit par ces deux perpendiculaires, 
étant perpendiculaire aux plans AX, AY (n° 320 ), sera perpen- 
diculaire à l’intersection AB de ces deux derniers plans (n° 323); 
les droites QC,QN, intersections de ces plans avec le plan CPN, 
seront donc perpendiculaires sur AB; l’angle CQN mesurera 
donc l’inclinaison des plans AX, AY (n° 3 19 ). Mais, dans le 
quadrilatère CPNQ, les angles N et C étant droits, l’angle CPN, 
sera le supplément de l’angle CQN formé par les deux plans 
A et AY. 

Remarque. Le théorème aurait également lieu si le point, 
par lequel on a mené les deux perpendiculaires , eût été pris 
sur l’intersection des deux plans. 
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I j* / . 

Des Polyèdres et des Corps ronds. 

§ I. Des Polyèdres. 

3ag. Nous nous occuperons suocessiveraent des polyèdres et 
des corps ronds. 

On appelle polyèdre, tout corps terminé par des faces 
planes. L’intersection de deux faces adjacentes d’un polyèdre se 
nomme côté ou arête du polyèdre, et l’on nomme diagonale 
toute droite qui joint les sommets de deux angles solides non 
adjacens. 

Nous ne considérerons que des polyèdres convexes, c’est-à-dire 
des polyèdres qui n’ont point de cavités. 

La surface de ces solides ne peut être coupée en plus de deux 
points par une droite. 

On appelle en particulier tétraèdre le solide qui a quatre faces; 
hexaèdre celui qui en a six ; octaèdre celui qui en a huit ; dodé- 
caèdre celui qui en a douze; icosaèdre celui qui en a vingt; etc. 

On appelle polyèdre régulier celui dont tous les angles solides 
sont égaux entre eux , et dont toutes les faces sont des poly- 
gones réguliers égaux. 

33o. Le prisme (fig. 1 3a) est un solide compris sous deux 
faces opposées ABCDE, A'B'C'D'E' , égales et parallèles, et 
dont toutes les autres faces sont des parallélogrammes ; les deux 
polygones opposés ABCDE, A'B'C'D'E' sont les bases du prisme, 
et la perpendiculaire abaissée d’un point d’une des bases sur 
l’autre est la hauteur du prisme. 

Ce prisme peut toujours être construit. En effet, par les som- 
mets des angles du polygone ABCDE , menez les parallèles AA', 
BB', CC', etc., jusqu’à la rencontre du plan A'B'C'D'E' paral- 
lèle à ABCDE; tirez les droites A'B', B'C', etc. 

i°. Les droites parallèles AA', BB', etc. étant égales entre 
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elle* (n°3i7, t" cor.), le* faces ABB'A', BCC'B', CDD^etc , 

sont des parallélogrammes (n° 233). 

a*. Menez les droites AC, À'C', les triangles ABC, A'B'C', 
seront égaux ; car, AB = A'B', BC=B'C' et AC = AJ C ', comme 
côtés opposés d’un parallélogramme. On prouvera de même que 
les triangles ACD, A'C'D', sont égaux ; et ainsi de suite , donc 
les polygones ABCDE, A'B'C'D'E', sont égaux comme étant 
composés de triangles égaux chacun à chacun. Donc le solide 
ABCDEA'B'C'D'E' est un prisme. 

Un prisme est triangulaire , quadrangulaire , pentago- 
nal, etc- , selon que sa base est un triangle, un quadrilatère, 
un pentagone, etc. 

Le prisme droit est celui dont les côtés sont perpendiculaires 
aux plans des bases ; dans ce cas , toutes les faces latérales sont 
des rectangles , et la hauteur est égale à chacun des côtés. 

Lorsque le prisme est oblique, la hauteur est plus petite que 
le côté. 

33 1 . Le parallélépipède (Cg. i33) est un prisme dont les 
bases ABCD, EFGH sont des parallélogrammes); le parallélépi- 
pède est rectangle, lorsque toutes les faces sont des rectangles. 

Le cube ou l'hexaèdre régulier, est un parallélépipède dont 
toutes les faces sont des quarrés. 

33a. La pyramide (fig. i34) est un solide dont une des faces 
ABCDE est un polygone, et dont toutes les autres faces sont 
des triangles qui ont leur sommet S au même point. Ce point 
est le sommet de la pyramide ; le polygone auquel se termi- 
nent les différentes faees triangulaires est la base de la pyra- 
mide, et la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base 
est la hauteur de cette pyramide. 

Si une pyramide SABCDE (fig. 1 34 ) est coupée par un plan 
abede parallèle à la base, le solide qui reste en ôtant la petite 
pyramide Sabcde s’appelle tronc de pyramide ou pyramide 
tronquée. ^ 

Si l’on coupe un prisme triangulaire ABCDEF (fig. i35) , par 
un plan GHT incliné à la base ABC, le solide GHI ABG qui résulte 
de cette section , s’appelle tronc de prisme ou prisme tronqué. 
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Une pyramide est triangulaire , quadrangulaire , etc., se- 
lon que sa base est un triangle, un quadrilatère, etc. 

La pyramide est régulière , lorsque sa base est un polygono 
régulier et qu’en même temps le pied de la perpendiculaire 
abaissée du sommet sur la base est le centre de ce polygone ré- 
gulier. 

333. Deux pyramides triangulaires sont semblables , lors- 
qu’elles ont deux faces semblables chacune à chacune, sem- 
blablement placées et également inclinées entre elles. 

Toute pyramide polygonale peut se décomposer en pyramides 
triangulaires, et chaque pyramide triangulaire est mesurée au 
moyen de ses trois dimensions : les géomètres ont été ainsi con- 
duits à définir les corps, et. par extension l’étendue, comme 
ayant longueur, largeur ci hauteur. 

334. Tout polyèdre peut être décomposé en pyramides . Car, 
en prenant un point S intérieur au polyèdre, et en tirant 
de ce point une droite à chacun des sommets du 6olide ; 
on obtiendra de cette manière autant de pyramides que le po- 
lyèdre a de faces. Ces faces seront les bases des pyramides ; les 
droites menées du point S seront les arêtes des faces latérales 
des pyramides , et S sera le sommet de ces pyramides. 

Au lieu de prendre un point intérieur, on peut choisir pour 
sommet commun des pyramides, un sommet quelconque S du 
polyèdre ; on obtiendra alors un nombre de pyramides égal au 
nombre des faces du polyèdre moins celles qui forment l’angle 
solide S. 

335. Deux polyèdres sont semblables lorsqu’ ayant deux faces 
semblables , les sommets de tous les angles solides des deux po- 
lyèdres, situés hors de ces faces, sont déterminés par des py- 
ramides triangulaires semblables qui auraient pour bases, un 
triangle homologue formé dans chacune des faces semblables. 

336. Pour mesurer le volume ou la solidité d’un corps, on le 
compare à un autre volume connu pris pour unité. La régula- 
rité du cube a fait choisir ce solide pour servir d ’ unité de vo- 
lume ; .et pour que ce cube soit déterminé, on suppose son côté 
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égal à Yunité linéaire ; de sorte que chacune de ses faces est 
égale à V unité de surface (n° 261). 

Deux solides sont dit s équivalent lorsqu’ils ont même volume. 

§ II. Des parallélépipèdes et de leur volume. 

337 . Théorème. Les faces opposées d'un parallélépipède sont 

égales et parallèles (fig. i 33 )i >• 

D’après la définition du parallélépipède) les bases opposées 
ABCD, EFGH sont des parallélogrammes égaux et parallèles) 
et les autres faces sont des parallélogrammes (n° 233 ). II suffit 
donc de faire voir que deux faces opposées telles que ABFE, 
DCGH sont égales et parallèles. 

Menons les diagonales AF, DG; les droites AD, FG étant 
égales et parallèles, par suite de la définition; les droites AF , DG, 
sont aussi égales et parallèles (n° 317, 1" cor.). Mais AB=DC, 
BF = CG, les triangles ABF, DCG sont donc égaux. Par consé- 
quent, les parallélogrammes ABFE, DCGH sont égaux. D’ailleurs 
les angles égaux ABF, DCG , étant formés de côtés respective- 
ment parallèles, les faces sont parallèles (n° 317, 3 * cor.). 

Corollaire. Une face quelconque et son opposée peuvent 
être prises pour les bases du parallélépipède ; car ce solide est 
compris sous six plans dont les opposés sont égaux et parallèles. 

338 . Théorème. Tout parallélépipède rectangle AG (fig. i 36 ) 
a pour mesure le produit de sa base ABCD par sa hauteur AE, 
ou le produit de ses trois dimensions AB , AD , AE. 

Désignons par u l’unité linéaire ; divisons les droites AB, 
AD, AE en parties égales à a, et, pour fixer les idées, sup- 
posons que AB == 5 u, AD = 4 a , AE = 6a. La base ABCD 
contiendra 4 X 5 ou 20 quarrés égaux à l’unité de surface A.ex a , 
et chacun de ces quarrés pourra être considéré comme la base 
d’un cube ayant sa base supérieure dans le plan hnop mené pa- 
rallèlement à ABCD , à la distance A h = a. Ainsi , le parallélé- 
pipède rectangle A 0 contiendra autant d’unités cubiques ou de 
volume , que la base contient d’unités de surface , c’est-à-dire 
4 x 5 ou 20 unités cubiques. Or , si l’on conçoit par tous les 
points de division de la liauteur AE des plans parallèles à la 
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base ABCD, le solide total AG sera décomposé en six parallélé- 
pipèdes rectangles égaux à A O; par conséquent, le parallélépi- 
pède AG contient six fois 20 ou 120 unités cubiques, c’est-à-dire 
le produit du nombre d’unités quarrées delà base par le nombre 
d’unités linéaires de la hauteur; et comme le nombre d’unités 
quarrées de la base s’obtient en multipliant l’un par l’autre les 
deux nombres d’unités linéaires contenues dans les deux dimen- 
sions de la base, on peut encore dire que le nombre d’unités cu- 
biques du solide est égal au produit des trois nombres qui ex- 
priment combien de fois l’unité linéaire est contenue dans les 
trois dimensions. C’est dans ce sens qu’il faut entendre l’énoncé 
du théorème. 

1™ Remarque. On démontrera par un moyen semblable à ce- 
lui du n° 264 que si les trois dimensions du parallélépipède rec- 
tangle AG étaient exprimées par des nombres fractionnaires, 
le volume de ce parallélépipède serait encore égal au produit 
de ces trois nombres. 

2* Remarque. D’après la remarque du n° 264, on verra faci- 
lement que le décimètre cube est la millième partie du mètre 
cube; le centimètre cube, la millionième partie du mètre cube. 
Par conséquent, lorsque le volume d’un solide est donné en 
mètres cubes et en parties décimales du mètre cube, il suffit, 
pour évaluer la partie décimale en mesures cubiques, de la sé- 
parer en tranches de trois chiffres à partir de la virgule en com- 
plétant, s’il est nécessaire, la dernière tranche par un ou deux 
zéro; la première tranche exprime des décimètres cubes ; la 
seconde des centimètres cubes ; et ainsi de suite. 

Par exemple si le volume d’un corps est iog"*, 34212, on 
pourra l’énoncer, 109 mètres cubes, 342 décimètres cubes, 120 
centimètres cubes. 

33 g. Théorème. Tout parallélépipède ABCDEFG 1 I (fig. 13 ^) 
est équivalent à un parallélépipède rectangle de même hauteur 
et de base équivalente. 

Aux points A, B, C, D, élevez les droites AN , BO, CP, 
DQ, perpendiculaires au plan de la base ; ces droites rencon- 
treront la base supérieure prolongée aux points N , O , P , Q, 
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et le solide ABCDNOPQ sera un parallélépipède droit. Prolon- 
ge* maintenant les droites NQ, OP, FE, GH, yous formerez 
le parallélogramme IK.LM égal à ABCD , et vous pourrez con- 
cevoir un troisième parallélépipède ABCDIKLM. Or, ce dernier 
parallélépipède est équivalent au parallélépipède AG; en effet, 
à cause de IK = AB , EF = AB , on a 1 E = RF ; le parallélo- 
gramme LRFG est donc égal au parallélogramme 1 EHM ; d’ail- 
leurs les parallélogrammes égaux AUV 1 D, BRLC , ayant leurs 
plans parallèles (n° 317, 3 * coroll.) sont également inclinés 
sur le plan 1 FGM (n° 319, 2 e rem.) ; donc les prismes triangu- 
laires AIEDMH, BRFCLG peuvent êfc’e superposés, et par con- 
séquent sont égaux. Mais si du solide total AIFBDMGC, on ôte 
le premier prisme, il restera le parallélépipède AG; et si du 
même solide total on ôte le second prisme, il restera le paral- 
lélépipède AL ; donc ces deux parallélépipèdes sont équivalens. 
On démontrera de même que les parallélépipèdes AL, AP, qui 
ont une base commune, et dont les bases supérieures sont com- 
prises dans un meme plan et entre les mêmes parallèles, sont 
équivalens. 

Donc le parallélépipède oblique proposé AG est équivalent 
au parallélépipède droit AP. 

Soit le parallélépipède AP (fig. 137), égal au parallélépi- 
pède AP (fig. i 38 ). 

Maintenant, menons (fig. i 38 ) les droites AU , BR perpen- 
diculaires sur DR; et les droites UT, RS perpendiculaires sur le 
plan de la base ABCD, joignons NT, OS. Le solide ABRUNOST, 
sera un parallélépipède rectangle équivalent au parallélépipède 
AP , car ils pourront être considérés comme ayant même base 
ABON (n° 337, cor.) et même hauteur AU. 

Doncle parallélépipède oblique AG (fig. 137) , sera aussi équi- 
valent au parallélépipède rectangle AS (fig. i 38 ) qui a même 
hauteur et qui a pour hase le rectangle ABRU équivalent au pa- 
rallélogramme ABCD basedu premier. Ce qu’il fallait démontrer. 

34 o. TnionÈME. Le volume d’un parallélépipède quelconque 
est égal au produit de sa base par sa hauteur. 

En effet; si l’on conçoit un parallélépipède rectangle qui ait 
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même hauteur H que le parallélépipède oblique AG (fig. i3g), 
et dont la base P soit équivalente à la base ABCD, ces deux pa- 
rallélépipèdes seront équivalens ( n° 33g); or, le volume dn 
parallélépipède rectangle est égal à P X H (n° 338); donc le 
volume du parallélépipède AG est aussi égal à PxH ou à 
ABCD X H. Ce qui démontre le théorème énoncé. 

Corollaire. Deux parallélépipèdes de bases égales sont entre 
eux comme leurs hauteurs, et deux parallélépipèdes de même 
hauteur sont entre eux comme leurs bases. 

1" Remarque. Si l’on mène le plan ACGE (fig. i3g) parles 
arêtes opposées AE, CG, on décomposera le parallélépipède AG 
en deux prismes triangulaires équivalens DACIIEG, EGFABC. 
Car : i°. les faces HEG, HA, GD , EC , du premier prisme sont 
respectivement égales aux faces ACB, GB, EB, EC , du second 
prisme; 2 °. les angles plans formés par les faces HEG, HA, 
GD, ECsont respectivement égaux aux angles plans formés par 
les faces homologues ACB, GB, EB, EC du second prisme. 

Ainsi ces deux prismes peuvent être considérés comme étant 
construits sur la face commune EACG, et de chaque côté de 
cette face avec des données égales. Il est vrai que ces deux prismes 
ne sont pas superposables, mais cela tient uniquemenlà ce qu’ils 
ont par rapport à la face commune des positions inverses. On 
conçoit donc que ces deux prismes sont équivalens. 

2* Remarque. Lorsque deux solides sont égaux dans toutes 
leurs parties et ne different que par la position de ces parties, on 
dit que çes deux solides sont égaux par symétrie , ou symé- 
triques , pour les distinguer de ceux qui sont égaux par coïn- 
cidence. 

1$ III. Volume du prisme , de la pyramide et d’un polyèdre 
quelconque. 

34i. Théorème. Tout prisme triangulaire DACHEG (fig. i3y) 
a pour mesure le produit de sa base DAC, par sa hauteur. 

Car, si l’on achève le parallélépipède AG, et qu’on désigne 
par II la hauteur de ce solide, on aura ( n° 34o, i** rem. ) 

prisme DACHEG = fABCD X H = DAC X H. 
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Corollaire. Un prisme quelconque a pour mesure le pro- 
duit de sa base par sa hauteur. En effet, le prisme pentagonal 
ABCDEA'B'C'D'E' (fig. i 3 a) , par exemple, est la somme des 
trois prismes triangulaires ABCA'B'C', ACDA'C'D', ADEA'D'E'. 
Or, en désignant par H la hauteur de ce prisme, on a 

solide ABCA'B'C' = surf. ABC X H, 
solide ACDA'C'D' = surf. ACD X H, 
solide ADEA'D'E' = surf. ADE X H ; 
donc, solide ABCDEA'B'C'D'E'=surf. ABCDE X H. 

342. Théorème. Si deux pjrramides SABC, sabc (fig. 140) 
de même hauteur ont des bases équivalentes , et qu'on fasse des 
sections DEF, def, parallèles à ces bases, et équidistantes des 
sommets, ces sections seront équivalentes. 

En effet, les côtés DE, EF, DF étant respectivement paral- 
lèles aux côtés AB , BC , AC de la base, la comparaison des trian- 
gles semblables SAB et SDE, SAC et SDF, SBC et SEF, donne 

ab : de :: sa : sd :: ac : df :: se : sf :: bc : ef. 

Par conséquent, les triangles ABC, DEF, sont semblables 
{ n° 2 ^ 3 ) , et l’on a 

abc : def :: âb“ : de*:: sâ‘: sB^n» 275). 

Soit abaissée sur la base ABC la perpendiculaire SO , qui 
rencontre le plan DEF en P; les droites AO, DP, seront 
parallèles (n° 317), et l’on aura 

sT’: sd’:: so*: sp* donc abc : def :: sô*: sp* 

Maintenant, soit abaissée sur la base abc, la perpendicu- 
laire so , qui rencontre en p le plan de la section def ; on 

— a — a 

trouvera de même que abc : def \\ so sp. 

Mais, par hypothèse, on a SO : so :: SP : sp-, 
donc ABC ’ DEF ;; abc ; def. 

D’ailleurs on suppose ABC équivalent à abc-, donc les sec- 
tions équidistantes DEF , def, sont équivalentes. 
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343. Taé'jnÙME. Deux jij'ramides triangulaiffs SABC, sabc 
(lig. l4i), qui ont les hases équivalentes ABC, abc , et des hau- 
teurs égales, sont équivalentes. 

Désignons par P cl p les volumes des pyramides SABC, sabc -, 
si ces pyramides 11 e sont pas équivalentes, soit P>^i; il sera 
toujours possible de construire un prisme ayant pour base le 
triangle ABC, dont la liauteur x soit telle que son volume 
soit égal à P — p. Divisons les hauteurs des deux pyramides 
en parties égales plus petites que x , et par les points de di- 
vision, que nous supposerons au nombre de trois, menons des 
plans parallèles, aux bases; ensuite 'sur le triangle ABC, ainsi 
que sur les trois sections triangulaires DEF, GHI,KLM, pris 
pour bases, construisons les prismes extérieurs AN, DO, GP, 
KR, qui nient pour arêtes les droites AD, DG, GK, KS. De 
même, sur les triangles de/, ghi, klm, pris pour bases, cons- 
truisons des prismes intérieurs af, di, gm ; tous ces prismes 
auront même hauteur. Donc, prisme DO =r prisme af, puisque 
DEF est équivalent à def{ n° 34i). Par la même raison , 
prisme GP = prisme di, et prisme KR = prisme gm. 

Donc, si S désigne la somme des prismes extérieurs, et s la 
somme des prismes intérieurs, on auraS — s = prisme AN. 

Mais, par construction, P — />]> prisme AN; il faut dohe 
que S — « <P — p ; résultat absurde, puisque Sj>P et s<Cp- 
Donc une des pyramides ne peut avoir un volume plus grand 
que l’autre. Les deux pyramides sont donc équivalentes. 

344- Théorème. Toute pyramide triangulaire FABC (fig. 1 4a) 
a pourmesure le tiers du produit de sa base ABC par sa hauteur. 

Achevons le prisme ABCDF, et par les points A , F, E, me- 
nons un plan qui partagera la pyramideJquadrangulaireFABED 
en deux pyramides triangulaires FADE, FABE. Les pyramides 
FABC, FADE, ayant même hauteur et des bases égales ABC, 
DF.F, sont équivalentes (n° 343); mais les pyramides FADE, 
l'ABE, sont aussi équivalentes, car elles ont leurs bases ADE, 
ABE, égales, et elles ont même hauteur, puisque ces bases sont 
snr.un même plan, et que leurs sommets sont au mêmepoint F. 

11 suit de îà'qùe les trois pyiftntidék quf composent lé prisme 
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sont équivale lUcs; donc chacune d'elles est le tiers de ce prisme ' : 
et par conséquent , la pyramide F ARC a pour mesure le tiers du 
produit de la base ABC par la hauteur du prisme, qui est aussi 
la hauteur de la pyramide. 

A r r Corollaire. Une pyramide quelconque a pour mesurait- 
tiers du produit de sa base par sa hauteur j car la pyramide 
pentagonale SABCDE (fig. 1 43 ) , par exemple, est la somme 
. des pyramides SABC, SACD, SADE, de même hauteur, et 
dont les bases composent la base polygonale ABCDE. 

2* Corollaire. Lorsque deux pyramides ont des bases équi- 
valentes et des hauteurs égales, si on les coupe parallèlement 
aux bases, par des plans également distans des sommets, les 
deux sections seront équivalentes (n° 342 ). De plus, les troncs 
de pyramides compris entre les bases et les plans parallèles, 
seront équivalens. En effet, les pyramides proposées sont équi- 
valentes (I er coroll. ) ; les pyramides qui ont, pour bases les sec- 
tions équivalentes, ayant d’ailleurs des hauteurs égales, sont 
aussi équivalentes (1 "'corollaire) ; donc si on les retranche des 
pyramides entières, les solides restai», c’est-à-dire les troncs de 
pyramides, seront équivalons. 

§ IV. Volume de la pjramide tronquée et du prisme 
triangulaire tronqué. 

345. Théorème. Le volume d'un tronc de pyramide quel- 
conque est égal à trois pyramides qui auraient pour hauteur 
commune la hauteur du tronc , et dont les bases seraient la 
base inférieure du tronc , sa base supérieure et une moyenne 
proportionnelle géométrique entre ces deux bases. 

Quelle que soit la pyramide tronquée, on pourra toujours 
lui substituer une pyramide triangulaire tronquée ayant la 
même hauteur et des bases équivalentes aux siennes ( n° 344. 
2 e Cor. ). 11 suffit donc de démontrer le théorème énoncé, pour 
le seul cas du tronc de pyramide triangulaire. 

Soit DEFABC ( fig. « 44 ) UI1 •«'une de pyramide triangu- 
laire. Par'leS trois poiuts F. , A , Ç , faites passer un plan E AC , 
qui partâgerlKlc franc êR.tf^u x^pvr û rrnd es ',1 ' im e triangulaire 
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EABC , l’autre quadrangulaire EDFAC ; menez ensuite par les 
trois points E, D, C, un plan EDC, vous décomposerez la 
pyramide quadrangulaire en deux pyramides triangulaire» 
EDFC, EDAC. De cette manière, le tronc de pyràmidè est 
décompose dans les trois pyramides triangulaires EABC 
EDFC, EDAC. 


La première EABC ayant son sommet en E et pour base 
le triangle ABC, a même hauteur que le tronc et a pour base 
la base inférieure du trôné. 

La seconde EDFC a pour base la base supérieure DEF du 
tronc , et pour hauteur lé hauteur du tronc, puisque son 
sommet C appartient' £ la base inférieure du tronc. 

Pour évaluer la troisième pyramide EDAC, on mènera ÉGs 
parallèle à DA; et cette pyramide sera équivalente à celle qui 
aura G pour sommet et DAC pour base; car ces deux pyra- 
mides auront même base DAC; elles auront aussi même hau- 
teur, puisque leurs sommets E, G, sont situés sur une pa- 
rallèle EG au plan de leur basé (n° 3i8, cor.). Mais la pyramide 
GDAC peut être considérée comme ayant son sommet en D 
et pour base le triangle AGC. Cette pyramide DAGC a même 
hauteur que le tronc; il reste à faire voir que la base AGC est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases ABC, DEF. Les 
deu* triangles DEF, AGC, ayant l’angle D = A et DE= AG 
ont même hauteur; ils sont entreeux comme leurs bases DF AC 
( 266 , cor.); donc DEF : AGC : : DF : AC. De même les triangles 
AGC, ABC ayant le sommet commun C et leurs bases AG, AB 
sur une même droite, sont entre eux comme leurs bases, on a 
donc aussi AGC : ABC ” AG ou DE : AB. Or, les seconds rap- 
ports de ces deux proportions forment une proportion, à cause 
de la similitude des triangles DEF, ABC ; donc 

def : agc :: agc : abc. 

346. Théorème. Le Iront' ABC DEF (fig. iffi) de prisme 
triangulaire est égal à la somme de trois pyramides dont les 
sommets sont en D, E, b, et dont la base commune est ABC. 

Par les troii points E, A, C, faites passer un plan EAC, 

ai 
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qui ppjrt- a g era le prisme en deux pyramides, l’une triangu- 
laire EABC, l’autre quadrangulaire EDF AC. Menez ensuite 
par les trois points E, D, C, un plan EDC ; vous décompo- 
serez la pyramide quadrangulaire en deux pyramides trian- 
gulaires EDFC, EDAC. De cette manière, le tronc de prisme 
triangulaire est décomposé en trois pyramides triangulaires 
EABC, EDFC, ED AG 

La première a pour sommet E et pour base ABC. 

La seconde est équivalente à la pyramide BDFC, car elles 
ont même base DFC, et leurs sommets E, B, sont situés sur 
la parallèle EB à la base; mais la pyramide BDFC peut être 
considérée comme ayant D pour sommet et BFC pour base , et 
elle est équivalente à la pyramide ABFC, puisque AD est paral- 
lèle à la base commune ; or, la pyramide ABFC peut être consi- 
dérée comme ayant son sommet en F. Donc la pyramide EDFC 
est équivalente à une pyramide qui a pour sommet F et pour 
base ABC. 

La troisième pyramide EDAC est équivalente à la pyramide 
BDAC, puisque EB est parallèle au plan de la base commune 
DAC. Mais cette dernière pyramide peut être considérée comme 
ayant son sommet en D. Donc la pyramide EDAC est équiva- 
lente à une pyramide qui a pour sommet D et pour base ABG 

J V. Similitude des polyèdres. Rapport de leurs volumes. 

347. Théorème. Deux pyramides triangulaires SABC, sabc, 
(fig. 146 ) , semblables ont leurs faces homologues semblables , 
et les angles solides homologues égaux. 

Ces deux pyramides étant semblables , il faut, suivant la dé- 
finition, que les deux faces SAB, SCB, soient semblables aux 
faces sab , seb, et semblablement placées ; c’est-à-dire que angle 
ASB=«s&, angle SAB=sai , angle BSC=taç, angle SCB=sc&, 
et que l’angle dièdre ASBC soit égal à l’angle dièdre asbe. 

Prenez Sb' = sb, menez b’d, b'c’, parallèlement à BA, BC, 
et joignez ac' . La pyramide Sa b'c' est égale à la pyramide Sabc. 
Eu effet, la droite a'b' étant parallèle à AB, Jcs angles Sab' , 
SAB sont égaux, mais les angles sab , SAB sont égaux par hy- 
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pothèse; donc l’angle Sa'b' = sab. Par la même raison l’angle 
Sc'b' = scb ; on a aussi, par hypothèse, les angles ASB, CSB 
égaux aux angles asb , csb, et, par construction, Sb' = sb\ 
donc les triangles c/Sb', b’Sc' , sont égaux aux triangles asb, 
bsc. Maintenant si l’on place le triangle asb sur son égal </S b', 
la face fosc s’appliquera sur BSC, puisque, par hypothèse, les 
angles dièdres ASBC, asbc sont égaux , et le triangle bsc coïn- 
cidera avec son égal b'Sc'-, ainsi les quatre sommets s, a, b , c, 
coïncideront avec les quatre sommets S, a', b', c‘ ; dont les 
pyramides sabc , Sa'b’c', sont égales. Les faces des pyramides 
sabc, S a'b'c étant égales , l’angle sab est égal à Sa' b', et comme 
les angles sac, SAC, sont égaux par hypothèse, il s’ensuit que 
les angles Sac', SAC sont égaux; donc «V est parallèle à AC; 
et par suite les triangles Sa'c', a'b'c' sont semblables aux trian- 
gles SAC, ABC. Par conséquent les deux pyramides SABC, sabc, 
ont les quatre faces homologues semblables. 

Pour démontrer que leurs angles solides homologues sont 
égaux, il suffit de remarquer, à cause de la similitude des faces 
et de leurs dispositions, que ces ahgles solides sont compo- 
sés de trois angles plans égaux chacun à chacun, et semblable- 
ment placés (n 4 32 ^). 

Corollaire. Deux pyramides triangulaires semblables ont 
les côtés homologues proportionnels, et l’inclinaison de deux 
faces quelconques de l’une d’elles est égale à l’inclinaison de 
deux faces liomologues de l’autre pyramide. 

2* Corollaire. Si l’on abaisse sur la base ABC, la perpendi- 
culaire SH, qui percera a'b'c' en h', les droites AH, a' h', seront 
parallèles (n° 317), et les triangles SAH, Sa' H, seront sem- 
blables. Donc dans deux pyramides triangulaires semblables, 
les hauteurs sont proportionnelles aux arêtes. 

348. Théorème. Deux polyèdres semblables ont : t°. les 
arêtes et les diagonales homologues proportionnelles ; 2°. les 
faces homologues semblables ; 3 °. les angles solides homolo- 
gues égaux (Cg. 147). 

Soient ABC, abc, deux triangles homologues (n° 335 ) des 
polyèdres semblables et servant de hases communes ; et P, p. 
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deux sommets homologues. Les pyramides PABC, pabc , sui- 
vant la définition , sont semblables. Si Q et q sont deux autres 
sommets homologues, les pyramides QABC, qabc, sont aussi 
semblables. Joignez PQ et pq ; je dis que les pyramides PQAB, 
pqab , seront semblables; en effet, les angles dièdres PABC, 
QABC étant respectivement égaux aux angles dièdres pabc, 
qabc (à cause de la similitude des pyramides qui déterminent 
les angles solides triples P, Q et/», q) , l’angle PABQ. diffé- 
rence des deux premiers angles dièdres est égal à l’angle pabq , 
différence des seconds angles dièdres. D’ailleurs, les triangles 
PAB, QAB, sont respectivement semblables aux triangles 
pab, qab ; donc les pyramides PQAB, pqab , sont semblables 
(n° 333). Donc, PQ : pq ” AB : ab. 

Soient R et r deux autres sommets homologues, on aura de 
même, RQ rq II AB : ab. On a aussi , PB pb ” AB : ab. 

Donc, PQ : M :: RQ : »? PB : pb ;; etc. 

Par conséquent, I e . les arêtes et les diagonales sont propor- 
tionnelles. 

Les triangles QPR , qpr, sont semblables (n° 273 ); et par la 
même raison, si S, s, sont deux autres sommets homologues, 
les triangles SPR , spr, sont semblables. 

Il en résulte que si les sommets P, Q, "R, S, sont dans un 
même plan, les quatre sommets homologues p, q, r, s, sont 
aussi dans un même plan ; car de ce qu’on a l’angle 
SPQ = SPR + RPQ , on doit avoir l’angle spq — spr -f- rpq ; 
ce qui n’aurait pas lieu (n° 3a5), si pr était hoés du plan spq. 

Donc, 2 °. les faces homologues sont semblables puisqu’elles 
sont composées d’un même nombre de triangles semblables et 
semblablement disposés. 

Et comme les angles solides sont formés d’angles plans égaux 
chacun à chacun et 'également inclinés, on en conclut 3°. que 
les angles solides homologues sont égaux. 

349- Théorème. Deux pyramides semblables sont entre 
elles comme les cubes des côtés homologues (fig. 148 ). 

Soient SABCDE, sabede , les deux pyramides semblables. 
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que nous désignerons, pour abréger, par P et p. Mener les 
diagonales BE, BD, bc , bd, et les hauteurs SH, sh. Les py- 
ramides SEBD, sebdy étant semblables (n° 333) , on a 

SH t sh :: ED : ed (n° 347 , 2 * coroll.). 

On a aussi ABCDE ; abcde ;; ED ; ed. 

Donc, ABCDE X 3 SH : abcde X j sh SH ; sh. 

Mais, les deux termes du premier rapport de cette dernière 
proportion expriment les vol urnes des pyramides P et p. 

iionc p : p : : sh 3 : sh\ 

Corollaire* Deux polyèdres semblables sont entre eux 
comme lès cubes de leurs côtés homologues ; car ils se décom- 
posent en un même nombre de pyramides semblables. 

. § .VI. Des Corps ronds.. 

' 35o. Le» trois corps ronds-dônt On s’occupe dans les élé- 
mens de Géométrie sont le cylindre droit, le cône droil et 
!a sphèré. * 

35i . Le cylindre droit (fig. r 4ç>) est un solide qu'on peut re- 
garder comme produit par la révolution d’un rectangle ABCD 
tournant autour d’un côté immobile; ce côté s’appelle Pare 
ou la hauteur du cylindre. Les cercles DHED, CGFC, décrits 
par les côtés AD, BC, en sont les bases ; et la ligne CD, qui 
engendre la surface convexe de ce solide en est le côté ou la 
génératrice. 

- Il suit de cette génération du cylindre que tonte section par 
l'axe est un rectangle CDEF double du rectangle générateur 
ABCD; et que toute section perpendiculaire à l’axe est un cercle 
égal à chacune des hases. 

35a. Le cône droit (fig* 1 5o) est un solide que l’on peut regarder 
comme produit par la révolution d’un triangle rectangle SAB', 
tournant autour d’un des côtés SA de l’angle droit ; SA est l’axe 
ou la hauteur du eône ; le cercle BDCB en est la base; le poiiit S 
en est le sommet ou le centre ; et la ligne SB, qui engendre la 
surface convexe de ce solide, en est Itrgénérùtrice ou le côté on 
l'apothème. ■<’ . . 
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Il suit de cette génération du cône, que toute section faite 
jiai' un plan qui passe par l’axe est un triangle isocèle double 
du triangle générateur SAB; et que toute section perpendicu- 
laire à l’axe est un cercle. 

353. Le cône tronqué, ou tronc de cône (fig. 160 ) est le solide 
qui reste, lorsque d’un cône SAB on retranche par une section 
parallèle à la base le cône sab. Ce solide peut être regardé comme 
produit par la révolution du trapèze l'libp , dont les angles P 
et p sont droits, autour du côté immobile P 'p. Ce côté immo- 
bile s’appelle l’are ou la hauteur du tronc; les cercles décrits 
par PB, pb , en sont les bases , et B b en est le côté. 

354. La sphère (fig. i5i) est un solide terminé par une sur- 
face courbe dont tous les points sont également éloignés d’un 
point intérieur nommé centre. La distance du centre à un 
point quelconque de la surface de la sphère est le rayon de 
la sphère. Toute droite menée par le centre de la sphère et 
terminée à sa surface est un diamètre de la sphère. 

355. Il suit de la définition de la sphère que toute section 

faite par un plan qui passe par le centre de la sphère est un 
cercle dont le centre est le meme que celui de la sphère, et 
‘dont le rayon est le rayon de la sphère. De sorte que ces cercles 
sont égaux entre eux. ! 

356. En général, toute section MPNQ (fig. i5t )dela sphère 
par un plan est un cercle, dont le centre est le pied S de la 
perpendiculaire abaissée du centre O de la sphère sur le plan 
sécant j car les obliques OM, OP, ON, OQ, etc., étant égales, 
comme rayons de la sphère, le point S est également dis- 
tant de tous les points M, P, N, Q, etc., de la courbe plane 
MPNQ (n° 3 12 ). 

357 . Un plan est tangent à la sphère , lorsqu’il n’a qu’un 
point commun avec sa surface. 

358. On nomme zone sphérique, la partie de la surface de 

la sphère comprise entre deux plans parallèles ; ces plans sont 
les bases de la zone, et sa hauteur est la distance des plans 
parallèles. Ou nomme zone ou calotte, la partie do la surface 
de la sphère coupée par un seul plan. ... 
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On peut regarder la zone à une base, comme produite par 
la révolution d’un arc AM, autour du diamètre AB qui passe 
par une de ses extrémités; et la zone à deux bases, comme 
produite par la révolution d'un arc MG, autour d’un diamètre 
AU qui ne passe point par une de ses extrémités. 

35g. Le segment sphérique est la partie du solide de la 
sphère comprise entre deux plans parallèles qui en sont les 
bases. Lorsqu’un de ces plans est tangent à la sphère, le seg- 
ment sphérique n’a qu’une base. 

360. La sphère peut être engendrée par la révolution d’un 
demi-cercle ACB (fig. i5i) qui tourne autour de sou diamètre; 
dans ce mouvement , tout secteur circulaire GOM ou MOA 
décrit un solide qu’on nomme secteur sphérique. 

5 Vil. Surface et volume du cjrlindre. 

. *1 . • » • «■ • > » • ' < . ) *1 . 

361. TnéoaÈMï. La surface convexe d’un cjrlindre est égale 
au produit de la circonférence de sa base, par sa hauteur. 

En effet, le cylindre (fig. i5a) pouvantetre considéré comme 
un prisme droit ABCD.... abed...., sa surface est égale au 
produit du périmètre de sa base ABCD. f . , par la hauteur ; 
car chacun des rectangles ABab , ~QC.bc, etc., qui composent 
cette surface a même hauteur que le prisme, et pour base le côté 
correspondant de la base de ce solide; donc aussi, la surface 
convexe du cylindre est égale au produit de la circonférence 
de sa base par sa hauteur. 

Remarque. Soit H la hauteur du cylindre et R le rayon de sa 
base, la surface convexe du cylindre aura pour mesure, 2 tRxH. 

362. Théorème. Le volume d’un cjrlindre est égal au produit 
de sa base pat sa hauteur. 

En effet, le cylindre (fig. i 52) peut être considéré comme 
un prisme droit de même hauteur, et dont les bases sont des 
polygones réguliers d’une infinité de côtés ; or, le prisme a pour 
tnesure le produit de sa hase par sa hauteur (n° 34*, cor.); 
donc aussi le volume du cylindre a pour mesure le produit 
de sa base par sa haùtour. 
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Remarque. Soit H la hauteur d’un cylindre et R trayon de 
sa base , le volume du cylindre sera *R’XR 1 • «• 


t ’jll • y y j 

£ VIII. Surface et volume du cône et du tronc de cône. 


363. Théorème. La surface convexe d’un cône est égale aù 
produit de la circonférence de sa base, par la moitié dé son côté. 

En effet , si l’on considère le cône (fig. i53) comme une pyra- 
mide régulière dont la base est un polygone régulier d’une infi- 
nité de côtés infiniment petits, chacun des triangles dont se 
composera la surface convexe de cette pyramide , aura pour 
base un des côtés de la base de la pyramide, et pour hauteur, 
le côté du cône; par conséquent., cette surface convexe sera 
égale au produit du périmètre de la. base, par la moitié du 
côté du cône. \-r‘, .j.V 

Remarque. Soit C le côté d’un cône et R le rayon de sa base, 
la surface convexe du cône aura pour mesure. *R 2 < G. 

364. ThÉorème. Le volume d’un cône est égal au produit de 
la base par le tiers de la hauteur. - 

En effet, le cône (fig. i53) peut être considéré comme une py- 
ramide de même hauteur ayant même sommet, et dont la base 
est un polygone régulier d’une infinité de côtés infiniment pe- 
tits. Or , la pyramide a pour mesure le produit de sa base, 
par le tiers de sa hauteur (n 8 344 » col*!). Donc le volume du 
cône est égal au produit de l’aire du cercle qui lui sert de base 
par le tiers de la hauteur. 

Remarque. Soit H la hauteur d’un cône et R le rayon de 
la base; l’expression du volume du cône Sera 3 srR’ X H. 

365. Théorème. La surface convexe d un cône tronqué ABEG 
(fig. 1 54) est égale à son côté EB multiplié par la demi-somme 
des circonférences de ses bases parallèles. 

Menons dans le plan AS B qui passe par l’axè SO , la droite BR 
perpendiculaire à SB; prenons BK égale à la circonférence 
dont OB est le rayon, j (Signons SK , et tirons la parallèle EH 
à BK; on aura aussi EH = clr. GE, car les triangles semblables 
SBK, SEH donnent SB : SE " BR ; EH , et les triangles sem- 
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blables SBO, SEI donnent SB : SE :: RO: El; on a donc 
BK:EH :: BO.:EI ; et par suite (n° 3o31 BK :Efl : : cir.BO:cir.EI. 

Mais par construction, BK=cir.BO; donc EH = cir. El. 

Donc, lu surface du triangle SBR , qui a pour mesure 
^ SB X BK, est égale à la surfaee du cône SBA qui a pour me- 
sure £ SBî*> «iç.fQi.On verrait de même que le triangle SEH 
et le cône J5E& ont même surface. - < 

11 suit de là que la différence des cônes SAB, SGE, ou le 
tronc de cône ABEG , a la même surface que le trajièpe BKHE, 
qui est la différence des triangles SBK. , S EU .'Or , lu - ÿuêface 
du trapèze est égale à J (BK -f- EH) X EB (n° a 6 j) ; donc, la sur- 
face du cône tronqué GEBA est égale à £ (cir. OB-J-cir.EI)xEB. 

Remarque. On peut encore dire que la surface convexe d'un 
cône tronyué ABEG est égale à son côté multiplié par la cir- 
conférence DF de la section faite à égale distance des deux bases « 

En effet, soit DL parallèle à BK; on démontrerait , comme ci- 
dessus, que DL = cir. CD; jnais,par construction , BD=DE; 
donc (n° 367, i r * rem.) DL = i (BK + Eli) ; par conséquent, 
cir. CD==i (cir.OB+cir. EJ). Donc la surface du c0qe trouqu^ 
ABEG =icir.CD'x EB. 

Remarque. Soit C le côté du cône tronqué, R et ries rayons 
des l»ases, l’eipressiou du tronc de cône sera *-(R -f- r) X Cl 
ou bien, 2 tR'xC, en désignant par R, le rayon du cercle 
également distant des deux bases. 

366. Théorème. Le volume (T un tronc de cône est égal à la 
somme des volumes de trois cônes qui auraient pour hauteur 
commune la hauteur du- tronc , et dont les bases seraient là 
base inférieure du tronc, sa. base supérieure , et. une moyenne 
proportionnelle géométrique entre ces deux bases (fig. i55). 

Soit AD ad, un tronc de cône, et ABCD etc. un polygone ré- 
gulier inscrit dans le cercle qui Sert de base inférieure. Si 1 on 
mène les arêtes SB , SC, SD, etc., qui rencontrent la base su- 
périeure en b , c, d, etc,, les cordes bc , cd , etc. , seront 
parallèles aux cordes BC , CD, etc. (n° 3 1 7 ) ; le polyèdre 
ABCD. . .abed. . . est donc une pyramide tronquée. Par consé- 
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quent, lecône tronqué peut être considéré comme une pyramide 
tronquée dont les bases sont des polygones réguliers d’une infi- 
nité de côtés!; et par suite on déduit dü volume du tronc de 
pyramide (n° 5 . 45 ), celui du tronc de cône tel qu’il est énoncé 

dans le tbéorèmé. . v 

Remauque. Soient, H la hauteur d’un tronc de cône, R et r 
les rayons des bases circulaires , l’expression dü volume 
sera JH X r (R* -j** r* ■jt' Rr) - 

5 IX. De la Sphère, De sa surface et de son volume. 

367 . TuiosèME. Lorsqu'une sphère est coupée par des plans 
également dis tans du centre , les cercles qui en résultent sont 
égaux ; et si les plans sont inégalement distans du centre , les 
plus grartds cercles 'sont ceux dont les plans sont les moins 
éloignés du cerilre (fig. »5i ). 

En effet, soient MNPQ et mnpq, des cercles qui résultënt 
des sections de la sphère par deux plans ( n* 356) ; si l’on tire 
les perpendiculaires OS, Or , à ces deux plans, çt les droités ON, 
SN, On, sn , les triangles rectangles OSN, Orrt, donneront 

• J 

, ON =* OS -f S? , On == Ôr'-F 7n. 4 

■ > 

Or ON = On ; donc OS -+• SN = Or -f- sn , 

Par conséquent, si OS=Or , gn aura SN=wn,et si OS<^Os, 
ou aura SN > sn ; ce qui démontre le théorème énoncé. 

i**' Cohoixaibk. Les cercles dont les plans passent par le 
centre delà sphère se nomment des grands cercles , parce qu’ils 
sont les plus grands cercles qu’on puisse tracer sur la surface 
de la sphère ; leurs rayons sont égaux à celui de la sphère. Lçs 
sections de la sphère par des plans qui ne passent pas par son 
centre sont des petits cercles de la sphère. 

■ 4 a* CoBot.i.AiaE. r rout grand cercle divise là sphère et sa s sur- 
face en deux parties égales ; car, si après avoir séparé les 
déni portions dé la sphère, on les appliqOe'iur le grand cercle 
qui leur sert de base commune ,’en tournant leur concavité du 
même côté de cette basé, les deux surfaces de ces portions de 
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sphères coïncideront entièrement l’une avec l’autre , sans quoi 
il y aurait des point» inégalement distans du centre , ce qui est 
contre la définition (n° 354 )- 

368 . Théorème. Si du peint A (fig. l 56 ) comme centre , et 
d' un rayon égal à la corde AM , on décrit sur la sphère la 
courbe MIS PRM, celte courbe sera la circonférence d’un 
cercle ( * * ). 

Pour le démontrer, menez les cordes AM, AN , les rayons 
MO, NO, de la sphère, la perpendiculaire MC au rayon AO, 
et joignez NC. Les triangles AMO , ANO , ayant les côtés égaux 
chacun à chacun , sont égaux; donc l’angle MAC =N AC ; les 
triangles MAC, NAC sont donc égaux (n° 219). Par consé- 
quent, NC est perpendiculaire à AO, et CM = CN. Il suit de 
là que si des différens points de la courbe MNPR , on mene des 
perpendiculaires à AO, toutes ces perpendiculaires se rencon- 
treront au même point C , et seront égales. D’ailleurs elles sont 
dans un même plan ( n° 3 11 , 3* cor.) ; cette courbe est donc la 
circonférence d’un cercle dont C est le centre (n° 3 12, a* cor.). 

369. Théorème. Tout plan perpendiculaire à l extrémité 
d’un rayon est langent à la sphère. 

En effet , si du centre de la sphère on mène une droilè à uh 
point quelconque du plan, cette droite étant une oblique par 
rapport au rayon perpendiculaire sera plus grande que ce rayon 
(n° 3i2); donc tous les points du plan, autres que le point de 
contact, sont hors de la sphère; par conséquent , ce plan est 
tangent à la sphère (n° 35 j). 

1 er Corollaire. Tout plan tangent à la sphère est perpendi- 
culaire à l’extrémité du rayon mené au point de tangente. 
Car, ce rayon est la plus petite de toutes les droites qu on peut 
mener du centre de la sphère au plan (n° 3 12, 1" cor.). 

2* Corollaire. Par un point pris sur une sphère on ne peut 
mener qu'un plan tangent. 

• 0 J 

(*) On sc sert poür cMle operation d’un compas dont Ica brandies sont 
recourbées , et que l'on nomme tonifias spherique. 
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370. Th£or£me. La surface de la sphère est égale à la cir- 
conférence d'un de ses grands cercles multipliée par son 
diamètre. . 1)t , u 

Inscrivez dans le demi-cercle ADF (iig. i5j) un demi-poly- 
gone régulier ABC DEF , et concevez que la figure polygonale 
tourne autour du diamètre AF ; il en résultera un solide dont 
la surface convexe sera la somme des surfaces engendrées par 
chacun des côtés du polygone. Abaissez des sommets B, C, etc. 
des perpendiculaires BC, CH, etc. , sur Jè’ ÔikliiSëtre AF, et 
du centre O abaissez les perpendiculaires OL sur chacun des 

côtés dujdemNpolygontî. ' “ ' <• 

'Ndùs allons déterminer lès surfaces engendrées, i°. par le 
côté CD parallèle au diamètre AF ; 2 °. par un côté BC non pa- 
rallèle au diamètre et qui ne le rencontre pas ; 3*. enfin par un 
côté AB qui rencontre le diamètre. 

i°. Le côté CD engendre un cylindre (n # 35i) dont le rayon 
de la base est OL; rayon du cercle inscrit au polygone, et dont la 
hauteur est CD = HN.Donc supf.CD = HN Xcir. ÔL (n° 36i). 

2 °. Lé côté BC engendre un cône tronqué (n° 353), Si Foii 
abaisse du point L, milieu de BC, la perpendiculaire' LM sur 
le diamètre AF , on a surf. BC = BCx cir. LM (n* 365, rem.). 
Menez LJ parallèle à GH, les triangles CLI , OLM ayant, les 
côtés perpendiculaires sont semblable?, pt J’Qn.a : . , • 

CL : LI :: OL : LM ou :: cir. OL : oir; LM (n° 3o3 ) ; 
doublant les termes du premier rapport et remarqnant que 
aCL = CB et 2 LI = GH , la proportion devient 
BC : GH :: cir. OL : cir. LM; d’où BCxcir. LM=GHXcir. OL- 
Donc, surf. Bd = GH X cir. OL. 

3°. Le côté AB engendre un cône ( n° 352 ). On a donc 
surf. AB= j AB X cir. BG (n° 363). Les triangles ABG, OLA, 
ayant l’angle, A commun, et étant rectangles l’un en L et l’autre 
en G , sont semblables et doiinent la proportion 

AG AL ;; BG : OL ou ” cir. BG : cir. OL; d’où 
AGXcir.OL=ALXcir.BG— ABXcir.BG, puisque AL=jAB. 
Donc, surf. AB A&X cir.OL. 
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Par conséquent, la surface engendrée par chacun des côtés 
AB , BC, CD , etc. , est égale à la circonférence du cercle inscrit 
dans le polygone, multipliée par la partie du diamètre comprise 
entre les perpendiculaires à ce diamètre abaissées de» extrémi- 
tés du côté correspondant. La surface décrite par le demi-poly- 
gone est donc égale à la circonférence du cercle inscrit multipliée 
par le diamètre. 

Mais, le demi-cercle ADF peut être considéré comme un demi- 
polygone régulier d’une infinité de côtés infiniment petits ; et 
dans ce cas, la surface décrite par le demi -polygone devient 
celle de la sphère, et le rayon du cercle inscrit devient le 
rayon de la sphère. Donc la surface de la sphère est égale à la 
circonférence d’un de ses grands cercles multipliée par son 
diamètre. 

i re Remarque. La surface de la sphère esi quadruple de celle 
d’un de ses grands cercles } car en désignant le rayon de la 
sphère par R , la circonférence d’un grand cercle est a»U 
(n° 3o3), la surface de la sphère a pour mesure 2 * RX 2 R ou 
4«rR* , et 4xR J exprime le quadruple de la surface xR* d’un 
grand cercle. 

2 ' Remabque. Si R et r désignent les rayon» dedenx sphères, 
leurs surfaces seront 4*R’ et 4 trf* , d’où l’on déduit que les sur- 
faces de deux sphères sont entre elles comme les quarrés de leurs 
rayons ou de leurs diamètres. 

3 e Remarque. En se servant du raisonnement employé dans 
le théorème ci-des 5 us , on démontre aisément que la zone en- 
gendrée par la révolution de l’arc AD a pour mesure la hauteur 
AN multipliée par la circonférence d’un grand cercle de la 
sphère, et qu’il en est de même d’une zone à deux hases. 

371. Théorème. Le volume de la sphère est égal au produit 
de sa surface , par le tiers de son rajron. 

Inscrivez dans le demi-cercle ADF (fig. t58) un demi- polygone 
régulier ABCDEF, et concevez que la figure polygonale tourne 
autour du diamètre AF ; il en résultera un solide dùnt le vo- 
lume sera la somme des volumes des divers solides engendrés 
par chacun des triangles AOB, BOC, etc. 
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Pour évaluer le volume engendré par le triangle quelconque 
ABO (fig. i5g) tournant autour «l’un de ses côtés AO , on abaisse 
sur AO la perpendiculaire BG. Chacun des triangles rectangles 
GBA, GBO, engendrant un cône, on a 

volume ABO = 3 AO X cir. BG (n* 364) = 5 AOX»X BG* 
= i»x AOxBGx BG. 

Soit OL une perpendiculaire sur AB, prolongée s’il est néces- 
saire. On a AO X BG = A.B X OL , car chacun de ces pro- 
duits exprime le double de la surface du triangle ABO ; donc 
vol. ABO= i*X AB X OL X BG = ^OL X 2 * X BG X { AB. 

Or ; AB X 2 » X BG est la surface du solide engendré par 
BA (n° 370 , 3*). Donc vol. ABO== j-OL X surf. AB. 

S’il s’agit du triangle BOC (fig. i5g) tournant autour deOA, 
on prolongera CB jusqu’à la rencontre de OA en A. Le solide 
engendré par le triangle BOC étant la différence des solidesen- 
gendréspar les triangles COA, AOB, on aura, d’après ce qui 
vient d’étre démontré, 

vol. BOC=|OLXsurf. AC — jOLXfcurf. AB='OLX surf. BC. 

Enfin, si le côté CD du triangle COD (fig. i58) est parallèle 
à AF, on évaluera le volume engendré par le triangle COD, 
en retranchant du cylindre engendré par le rectangle CHND, 
les deux cônes formés par la révolution des deux triangles égaux 
CHO, DNO. On a donc 

vol. COD = cyl. CHND — 2 cône CHO. 

Or, cyl. CHNO = «• X OlTx CD(n° 36?.); 

cône CHO * ÔïTx CL(n°364); * w ' 

substituant et remarquant que CL = j CD, il viendra 

vol. ÈOD = f . <r x ÔL*X CD = $QL Kw.OLx CD. 
]\lais, ar X OL X CD est la surface engendrée par le Côté 
CD ( n° 36i ). Donc vol. COD= jOL X turf. CD. 

-Par oonséquent , le volume du solide engendré par chacun 
des triangles AOB, BOC , COD , etc. , est égal au tiers du rayon 
du cercle inscrit, multiplié par la surface éngendrée par le côté 
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du polygone correspondant à chacun de ces triangles. Le vo- 
lume du solide décrit par le demi-polygone est donc égal à sa 
surface multipliée par le tiers du rayon du cercle inscrit. 

Mais le demi-cercle ADE peut être considéré comme un demi- 
polygone d’une infinité de côtés infiniment petits; et dans ce 
cas, le solide décrit par le demi-polygone devient celui de la 
sphère. Donc le volume de la sphère est égal à sa surface mul- 
tipliée par le tiers de son rayon. 

i r ' Remarque. Soit R le rayon d’une sphère ; sa surface étant 
4îrR a (n° 3^0, i" rem.), son volume sera 4*^1* XjHou §xR 3 . 

a* Remarque. Si R et r désignent les rayons de deux sphères, 
lèurs volumes seront §wR 3 et §xr 3 ; d’où l’on déduit que les 
volumes de deux sphères sont entre eux comme les cubes de leurs 
rayons ou de leurs diamètres. 

3 e Remarque. Le secteur sphérique est égal à la Eone qui lui 
sert de base multipliée par le tiers du rayon. 

§ X. Problèmes sur les suif ace s et Içs volumes. 

3^3. I er Problème. La surface d'un rectangle est i35 mètres 
q narrés , et sa base est à sa hauteur comme 5 est à 3 ) trouver 
ces deux dimensions. 

Soit a: la hauteur cherchée; la base sera §x, et la surface 
du rectangle sera |x*. Donc |x*= i35 , d’où x 1 = 81 , et 
x = 9 . Ainsi , la hauteur est 9 mètr<» , et la base est 1 5 mètres. 

a* Problème. La surface d’un rectangle est 35 mètres quartés, 
et la somme de la base et de la hauteur est 20 mètres ; trouver 
ces deux dimensions. 

Soit x la hauteur cherchée; la base sera 20— x , et la surface 
sera x X (20 — x) ou 20X — x“ ; on devra donc avoir 
20X — x* = 35; d’où x = 10+ \/b 5 , x = 10 — l/65. 

Les valeurs correspondantes de 20 — x étant 10 — l/65 et 
10 -f- 65 , les deux dimensions cherchées sont 10 V 65 

et 10 -T- \/ 65. La valeu r «Je ÿ 65, à moins de o,oi étant 8,06, 
on trouve que les dimensions cherchées sont iS^oG et >'"i94* 
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1 

3 * Problème* Le côté d'un quarré est 5 métrés ; trouver les 
surfaces des cercles inscrit et circonscrit. 

Le rayon r du cercle inscrit est égal au demi-côté du quarré, 
et le rayon R du cercle circonscrit est égal à la demi-diagonale. 
Donc r = f , R = £ \/ 5 o . 

■ Lès surfaces de ces deux cercles étant wr* et *-R’, on voit 
que la surface du second cercle est double de celle du premier. 
Si l’on prend x = on trouvera srr‘^= ,64 etc. 

4 * Problème. Le côté d'un hexagone régulier est 6 mètres ; 
trouver les surfaces s, S , des cercles inscrit et circonscrit. 

Le rayon du cercle circonscrit étant égal au côté de l'hexa- 
gone (n° 295) sera6 m , et celui du cercle inscrit sera — 3 1 
ou 1/27. Donc S = t X 36 etJ=T 5 rX 27 * 

En prenant ?r = - 2 ^, on trouve S=i ■i 3 * , * , ,i 4 etc., ■r= 84 ' n, *', 85 . 

5 e Problème.* La hauteur SP d'un cône ((îg. 160) est i 5 m , 
le rayon PA de la base est 6", et la distance Sp du sommet S à 
la section anb perpendiculaire à l’axe est 4“ j trouver, i°. la 
surface convexe dh cône tronqué ANBanZ',- 2*. son volume. 

1°. On calcule d’abord le rayon de la base supérieure anb 
par la proportion SP I Sp II AP ap, qui donne ap= i*^. 

D’ailleurs, comme Bô = SB — S b, on calcule SB et Sb au 
moyen des triangles rectangle! S/iB, Spb, dont on oopnaît les 
deux côtés de l’angle droit j et l’on trouve B b = 1 1 m ,84 7 36 . 
On a ensuite 

surf. ANB anb = 2îr> <PA + 2 *Xp* ^ __ 382,89010. 


2®. On a , cône SABN = - ttSP X AP 


%X 180" % 




cône Sanb = ^ rSp X ap = tr X Donc 


retranchant la 2' égalité de la 1", on trouve que le cône tronqué 

( 3i56\ 

r8o rf>) m ^^ re6 cl, l ,es * 554 m,c- 1 835 , etc. 


FIN DE LA GÉOMÉTRIE. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

Y ■ • 

TRIGONOMETRIE RECTILIGNE. 

k -, k . § I. Préliminaires. >■ 

3 7 3 . Un triangle est dit rectiligne quand «es trois côtça sont 
des lignes droites. Nous ne considérerons , dans cette première 
partie, que des triangles de cette espèce; et quand nous parle* 
rons des élémens d'un triangle, il s’agira de ses trois angles 
et de ses trois côtés. 

Nous avons vq (q® a 58) comment on construit un triangle, ' 
lorsque l’on connaît trois des six élémens qui le constituent «t 
que parmi les élémens donnés il se trouve an moins tin des cô- 
tés. Les constructions géométriques ne déterminant pas les éié* 
mens - inconnus , avec un assea grand degré d’exactitudç , on a 
cherché^ remplacer ces constructions par des calculs qui per- 
mettent d’approcher autant qti’on veut des valeurs numériques 
des élémens ineônnus. Tel est l’objet de la TkioonoméemU 
eectiligke, ou de la résolution des triangles par le calcul. 

• 33 

• * 

« 
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3 ^. Pour substituer le calcul aux constructions géomé- 
triques , il est d’abord nécessaire d'évaluer les côtés et les 
angles, en nombres ; à cet effet, on remplace les longueurs 
des côtés du triangle proposé , par les nombres abstraits qui 
expriment les rapports de ces cotés avec une certaine ligne 
droite prise pour unité 1 de longueur (n° 2 o 5 ), et l’on évalue 
les angles en degrés, minutes et secondes ( n° 241). 

Si le métré étant pris pour Y unité de longueur, les trois côtés 
d’un triangle sout 4 mètres, 5 mètres et 7 mètres, nous rempla- 
cerons ces côtés par les nombres abstraits 4 , 5 , 7, et nous di- 
rons , pour abréger le discours , que ces côtés sont 4, 5 et 7. 

En général , nous représenterons les côtés du triangle ABC 
(fig. 1) proposé par les nombres abstraits a, b, c, qui mar- 
quent les nombres d’unités de longueur contenues dans ces cô- 
tés, et nous désignerons par A, B, C, les angles BAC, ABC, 
ACB, respectivement opposés aux côtés a, b, c. 

Nous adopterons l’ancienne division de la circonférence en 
36 o degrés (n° 241 ) , parce que les tables de logarithmes dont 
nous ferons usage dans la Trigonométrie) se rapportent à cette 
division. L’angle droit vaudra 90 degrés ; le degré sera divisé 
en 60 minutes , la minute en Go secondes , la seconde en 60 
tierces , etc. Pour indiquer des degrés, des minutes et des se- 
condes , on est convenu (page 264) de faire usage des signes 0 ' 
Ainsi , pour désiguer un angle de. 24 degrés, 1 7 minutes, 58 se- 
condes, on écrit 24° 17' 58 ". 

375. D’après ce qu’on a dit ( n° 200) , le complément d’un 
angle a est 90° — a, et le supplément de a est 180° — a. 

Lorsqu’on, a, a < 90° , le complément de • est positif. 

Les diamètres AA', DD' ( lig. 2 ) étant perpendiculaires l’un 
à l’autre, le complément de l’angle aigu ACB est l’angle aigu 
DCB, et par suite le complément de l’arc AB est l’arc DB. 

Lorsque * est plus grand que 90° , on a , a =90° -)- G ; d’où 
0o° — « = — G-, le complément 90“ — a, de a, devient donc 
une quantité négative — C ; c’est- à-dire que le complément 
d’un angle obtus FCA (fig. 2) , est l'angle FCD qu’il faut ôter 
de FCA pour obtenir un angle droit DCA. Par la même raison , 
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le complément tle l’arc ADF est l’arc FD qu’il faut soustraire 
de ADF pour trouver le quart de circonférence ABD. 

La somme des trois angles' d’un triangle valant «leux angles 
droits, ou i8o°, si l’un de ces angles est droit , la somme des 
deux autres vaudra un angle droit. Par conséquent : chacun 
des trois angles d’un triangle est le supplément de la somme 
des deux autres , et dans tout triangle rectangle , les deux 
angles aigus sont complémens l’un de l’autre. * 

§ II. Des lignes trigonomé triques. 


376. On fait usage , dans la Trigonométrie , des lignes nom- 
mées , sinus, tangentes, sécantes, sinux-verses , cosinus , co- 
tangentes, cosécantes, cosinus-verses ; elles portent conjointe- 
ment le nom de lignes trigonométriques. .Voici leurs définitions : 

[jC sjnus dé un arc, ou de l’angle mesuré par cet arc , est la 
perpendiculaire menée de l’extrémité de l’arc sur le diamètre 
qui passe par l’origine de cet arc. 

Ainsi, le sinus dé l’arc AB (fig. 2) ou de l'angle- ACB , est la 
perpendiéulairc BP menée de l’extrémité B de l’arc AB, sur le 
diamètre AA' qui passe par l’origine A de l’arc AB. 

De même, si l’on tire des perpendiculaires BB', FF', sur le 
diamètre AA', les droites FP', F'P', B'P, seront les sinus des 
arcs ABF, ABFF', ABFF'B'. 

La tangente trigonomé trique d’un arc , ou de l’angle me- 
suré par cet arc, est la portion de la tangente indéfinie, menée 
à l’origine de l’arc, comprise entre celle origine et le prolonge- 
ment du rayon qui passe par l’extrémité du même arc. 

Ainsi, pour construire la tangente trigonométrique de l’arc 
AB(fig. 2), on mène par V origine A deectarc, la perpendi- 
culaire indéfinie NN' au rayon CA, et l’on tire la droite K'K, 
par les points C, B; la droite AT est la tangente trigonomé- 
trique , ou simplement la tangente de l’arc AB. 

La droite AT est aussi la tangente de l’arc ABFF'. 

De même, si l’on tire une droite indéfinie m'hl', par les 
points F, C, la ligne AT 7 sera la tangente de cliacun des arcs 


ABF, ABFF'B'. 


». 
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La sir.ANTE d’un arc est la portion de la droite indéfinie, 
mente par le centre et F extrémité de l’arc, comprise entre le 
centre et la tangente indéfinie à l'origine de cet arc. 

Ainsi , CT est la sécante des arcs AB , ABFF', et CT' est la 
sécante des arcs ABF, ABFF'B'. 

Le sinus-verse d’un arc est la distance de. F origine de cet arc 
an pied du sinus de ce même arc. 

Ainsi, AP est le sinus-verse des arcs AB, ABFF'B', et AP' 
est le sinus verse de chacun des arcs ABF , ABFF'. 

Le sinus , la tangente , la sécante et le sinus-verse du complé- 
ment d’un arc ou de l’angle mesuré par cet arc, se nomment le 
cosinus, la cotangente , la cosécante, elle cosinus -verse de cet 
arc ou de cet angle. , • 

Par exemple, en menant le diamètre DD' perpendiculaire sur 
AA', et les perpendiculaires hDh' , BF , B'F', à DD', 1 arc BD 
sera le complément de l’arc AB ; les droites BQ , ED , CE, DQ, 
seront respectivement le sinus , la tangente, la sécante et 
le sinus-verse de l’arc BD, complément de AB; ces droites 
seront donc, le cosinus, la cotangente, la cosécante et le cosinus - 
verse de l’arc AB ou de l’angle ACB. 

Ou fait rarement usage du sinus-verse et du cosinus-verse. 

Pour désigner le sintis, la tangente, la sécante, le cosinus, la 
cotangente et la cosécantc d’un arc , ou d’un angle quelconque «, 
on écrit 

sin«, tang*, séc », cos a , cota, coséc a. 

Les expressions, sin (*-J-C) , sin 2*, siu'«, sin [%* — (S+y)], 
indiquent respectivement, le sinus de la somme des arcs*, ?, 
le sinus de-2* , Iç cube de sin* , et le sinus de et — ’(S-f-y). 

On fait usage de notations analogues, pour les autres lignes 
trigonométriques. 

* Par exemple , tang* * désigne le quarré de tang te, et tang 2* 
indique la tangente de 2*. 

377. Les longueurs des lignes trigonométriques correspon- 
dantes à un même angle, sont proportionnelles aux rayons des 
cercles dans lesquels ces lignes sont décrites. Par exemple, soit 
un angle KCH (fig. 3 ); si l’on décrit des arcs AB, À'B', du 
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point.C comme centre, avec les rayons arbitraires CB, CB', et 
si l’on tire les perpendiculaires AT, BP , A'T', B'P', les trian- 
gles semblables CPB, CP'B', CAT, GATT', donneront (n° 27»), 

bp : b F :: cb : çb', at : a'T' :: ca : ca', etc. 

358.- Nous allons examiner les variations que subissent les 
grandeurs et les signes des lignes trigonométriques d’un arc a, 
lorsque P origine A (%• 2) de cet arc restant fixe, cet arc varie 
depuis zéro jusqu’à 36 o°, de manière que l’autre extrémité de 
l’aro a se meut dans le sens ABDFA'F'D'B'A. 

Il résujte des définitions des lignes trigonométriques , que 
lorsqu’un arc se réduit à zéro , son sinus et sa tangente se 
réduisent aussi à zéro, sa sécante devient égale au rayon, CA, 
son complément devient le quadrant DBA, son cosinus devient 
égal au rayon, sa cotangente et sa cosécante deviennent infini- 
ment grandes. De sorte qu’en désignant par r le rayon CA des 
lignes trigonométriques, on a 



sino=o, tango = 0, séc. o = r, . 
coso = r, cot 0 = 00. coséco= 00 ( ¥ ). 


Quand l’arc AB augmente depuis zéro jusqu’à 96°, le sinus BP 
augmente depuis zéro jusqu’au rayon DC, la tangente AT aug- 
mente depuis zéro jusqu’à l’infini , la sécante CT augmente de- 
puis CA jusqu’à f infini, le complément DBde AB diminue de- 
puis 90° jusqu’à zéro, le cosinus CP diminue depuis le rayon CA 
jusqu’à zéro, la cotangente DE diminue depuis Pinfïni ‘jusqu’à 
zéro, et la cosécante CE diminue depuis l’infini jusqu’au rayon 
CD. On a donc, ' 


{ sia 90° — r, tang 90° = 00 , séc 90° = 00 , 
cos 90° = o , cot 90° = o , coscc 90° = r. 


Les relations ( 1 ) ne sont que des conséquences des rela- 
tions (1); car les arcs zéro et 90° étant complément l’un de 
l’autre, on doit avoir 


sin 90° r= cos o , tang 90° = cot o , séc go° = coséc o. 


( * ) Le signe 09 indique l'infini. 
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Si l’arc a continue à croître et devient un arc AF du 
2* quadrant , son sinus est la perpendiculaire FP' au diamètre 
AA', et son cosinus est CP' ;la tangente de l’arc AF est AT', sa 
cotangente est DE', sa sécante est CT', et sa cosécaute est CE'. 

Les tangentes AT, AT', des arcs AB, AF, tombant dans 
des sens directement contraires , par rapport à leur origine 
commdne A, on indique ces deux positions opposées, en affec- 
tant les longueurs dé ces lignes des signes contraires -f- et — . 

De même , les cosinus CP, CP', des arcs AB, AF, tombant 
dans des sens directement contraires, par rapport à leur 
origine commune C , on donne à ces cosinus les signes 
contraires -+■ et — . 

En généra! , on est convenu de donner le signe ■+■ à toutes 
les lignes trigonométriques des arcs du premier quadrant AD 
(Gg. 2) , et de donner le signe — aux lignes trigonométriques 
qui prennent des positions contraires à celles quelles avaient 
dans le premier quadrant. ' • 

Ainsi : on donne le signe -f* aux sinus et aux tangentes qui 
sont au-dessus du diamètre AA', on affecte du signe — les sinus 
et les tangentes qui sont au-dessous de ce diamètre ; on donne 
le signe -f- aux cosinus et aux cotangentes qui sont à droite 
du diamètre DD' perpendiculaire à AA', et l’on affecte du 
signe —7 les cosinus et les cotangentes qui tombent à gauche 
du diamètre DD'. 

Enfin, la sécante est affectée du signe -f- ou — , selon 
qu’elle se trouve sur la droite menée du centre vers l’ex- 
trémité de l’arc, ou sur cette ligne prolongée dans un sens 
contraire. 

Par exemple, la sécante CT de l’arc AB du If quadrant est 
positive, et la sécante CT' de l’arc AF du a° quadrant est 
négative. # 

D’après ces conventions , si un arc » augmente depuis 
AD = go° jusqu’à ADA' = 180°, le sinus reste positif et di- 
minue depuis le rayon DC jusqu’à zéro, la tangente est néga- 
tive et diminue de longueur, depuis l’infini négatif jusqu’à 
zéro, la sécante est négative et diminue de longueur depuis l’in— 
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fini négatif jusqu’au rayon CA , le cosinus est négatif et sa lon- 
gueur augmente depuis zéro jusqu’au rayon CA', la cotangente 
est négative et sa longueur augmente depuis zéro jusqu’à l’in- 
fini-, enfin, la cosécante est positive et augmente depuis le 
rayon CD .jusqu’à l’infini. On a donc 

sin i8o° = o, tangi8o° = o, séc i8o° = — r, 

cos i8o° = CA'= — r, cot i 8o° = — oo, coséc' 180® = -f- oo. 

Si l’on suit de la même manière les variations des lignes tri- 
gonométriques dans les deux autres quadrans A'F’D', D'B'A , 
on verra que 

sin 270° = — r, taug 270° = + 00 , séc 270° = — 00, 

00*270°= o, cot27o° = o, coséc 270° = — r, 

» 

et que les lignes trîgonométriques d'un arc de 36 o° sont les 
mêmes que celles de l’arc zéro. 

379. Lorsque deux arcs sont supplémens l’un de l’autre , 
leurs sinus sont égaux , leurs cosinus sont égaux et de signes 
contraires , leurs tangentes ainsi que leurs colangentes sont 
égales et de signes contraires. En effet , soit l’arc A'F= AB = a 
(fig. 2) , on aura 

ABF=i8o° — et, BF = sin<z, FP'=sin (i8o°— et), 

CP = COS et , ’ CP' =: COS (180° — et), AT = tanget, 

AT' = tatig(i8o° — a), DE=cata, DE'=; cot(i8o°— «•). 

Or, BP = FP', CP = CP', AT = AT', DE = DE'. 

D’ailleurs, d’après les conventions relatives aux lignes trigo- 
nométriques, le sinus, le cosinus,. la tangente et Ja cotan- 
gente de l’arc * sont positifs, le sinus de l’arc AF — 180° — et 
est aussi positif , mais le cosinus, la tangente et la cotangente 
de l’arc AF sont^ négatifs. On a donc 

sin et 'zx sih (180° — a), coset= — cos(i8o°‘ — <*),- ’ 

tang et — — tang(t8o° — a), cot a = — cot(i8o°— a). 

38 0. Lorsqu’il sera necessaire d’indiquer le sens dans lequel 
on devra porter des arcs qui auront une origine commune A 


» 
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(fig. a) , on considérera comme positifs ceux de ces arcs qui 
seront portés dans le sens ABFF'B', et comme négatifs ceux 
qui seront portés dans le sens contraire AB'F'F. 

D’après cette convention, les arcs AB, ABF, ABFF', 
ABFF'B', seront positifs, et les arcs AB', AB'F', AB'F'F, 
AB'F'B, seront négatifs. , 

Les conventions sur lès signes des lignes trigonométriques 
et des arcs, offriront ce grand avantage que lorsqu’on aura 
trouvé des formules relatives à des arcs du premier quadrant, 
les mêmes formules conviendront à des arcs quelconques. 

38i. Si l’on désigne par » la longueur de l’arc AB (6g.~a),. 
et si l’on prend l’arc AB' = AB , on aura 

AB==4*, AB'=— «, BP=sin<z, ffP=sio AB'=sîn(— a), 

CP=co6*=cos( — a), AT=tang«, AT=tangAff=tang( — a), 
DE = cot«, DE' =cot(-i-*). i 

Or, les sinus ÔP, B'P, sont égaux et de signes contraires ; 
les tangentes AT, AT', et les cotangentes DE , DE', sont égales 
et de signes contraires. Donc 

sin( — a) = — sina, cos ( — <t) ~ cos <t , 

tang ( — a.) — — tang cl , cot ( — ci) = — cot *. 

38a. Les différentes lignes trigonométriques d’un arc, restent 
les mêmes quand cet arc augmente ou diminue d un nombre 
entier quelconque de circonférences; car les extrémités de cet 
arc ne changent pas. 

383. Lorsqu'un arc est donné , toutes ses lignes trigono- 
métriques sont complètement déterminées. Mais, la réciproque 
n’est pas vraie; car les lignes trigonométriques d’un arc ne 
changeant pas, quand cet arc augmente ou diminue d’un 
nombre entier quelcohque de circonférences, il en résulte 
qu’une même ligne trigonométrique appartient à une infinité 
darcs différent. 

384- Nous ne considérerons désormais que des 1 arcs et des 
angles positifs qui ne pourront Surpasser i8o°". Dans ce cas 
particulier : 


■* 
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1°. Lorsqu'un angle inconnu x sera donné par son sinus, 
si ce sinus est positif et moindre que le rayon r des lignes 
trigonométriques, V Angle x aura deux valeurs réelles qui 
se, ont supplément l’une de Vautre; si le sinus donne est égal 
au rayon r, l’angle x sera droit ’, enfin, si la valeur de s.nx 
est plus grande que r, l’angle x sera imaginaire. 

Lorsque l’angle x sera donné par son cosinus, ou par 
sa tangente, ou par sa colangente , cet angle sera complè- 
tement déterminé; car suivant que la ligne trigonometr.que 
donnée sera positive ou négative, l’angle cherché x sera plus 

petit ou plus grand que 90°. . 

Quand la valeur absolue de cos x est moindre que r, 1 augle x 
est réel. Lorsque cosx=o, on a x^go". L’équation cosx— r, 
donne x = o, et l’équation cos x = — r, donne x — 180 . 

Quand r angle x est donné par sa tangente ou par sa co- 
tangente, cet angle est toujours réel; car la tangente et a 
cotangente peuvent passer par tous les états de grandeur e 

puis l’infini négatif jusqu’à l’infini positif. 

385 . Pour déterminer les relations qui existent entre es 
grandeurs des lignes trigonométriques , qui répondent à un 
même arc AB (fig. 2) , désignons cet arc par et , et le rayon 
AC par r. Nous aurons 


:séc«, BQ == CP cos • , 

? casée «• . 


BP = sinet , AT = tang a , CT : 

. |DE — cot*, CE: 

Le triangle CPB, rectangle en P, donné 

BP + CP’=CB* (*>••• sin* * + cos» *='’'• 

Ainsi, le quarré du sinus d’un arc , ajouté au quarté du 
cosinus du meme arc, donne une somme qui reste constam- 
ment égale au quarré du rayon. , _ 

Lorsque nous parlerons du rayon,. il- s’agira toujours du 
rayon dû cercle dans lequel 01» a mené les lignes trigonotu 
triques , nous désignerons toujours ce rayon par r. 

• Les triangles, CPB, CAT, CQB, CDE, étant étjuiangles, 
et par conséquent semblables , on a 
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CB ; PB ;; CA : AT, ou cosa ; sina r; tanga, 

CQ : QB :: CD ! DE , ou sin a: cos et ;i r' cota, 

cp : cb î: ca :CT , ou cosa: rteriséca, 

CQ : CB :: CD : CE , ou Sinet; r;;r;coséea. 

Ces proportions donnent 


. . rsina 

(2)... tanea = , cota 

D cosa 


rcosa 
sina ’ 


r* r* 

séc a= , coséca=- 

cosa sina 


Les cinq équations (1) et (2) expriment les relations deman- 
dées; elles fournissent le moyen, lorsque deux des sept quan- 
tités r sina, cosa, tanga , cota, séca,coséca, sont données, 
d’en déduire les valeurs des cinq autres. 

Remarque. Les expressions (2), de tanga et cota, donnant 
tangaX cota=r*, on voit que le produit de la tangente d'un 
arc par la cotangenle du même arc , est égal au quarré du 
rayon. 

386 . Lorsqu’on connaît les sinus et les cosinus de deux arcs 
a, Z, et le rayon r, tf est facile d’en déduire des formules 
qui déterminent le sinus et le cosinus de la somme et de la 
différence de ces deux arcs. 

Pour obtenir ces formules, décrivez l’arc EAN (figi 4 ) > du 
point C comme centre avec le rayon r; prenez des arcs EA = a, 
AB = AD=ff; le rayon CA sera perpendiculaire à la corde 
BD et passera par le milieu n de cette corde (n° 246). Par 
les points B, n, A, D, menez des perpendiculaires BK, «H, 
AG, DF, à CE, et conduisez des parallèles nq, Dp, à EC ; 
les triangles rectangles Bqn, npD , seront égaux , comme ayant 
des hypoténuses égales, et les angles adjacens égaux chacun à 
chacun. Vous aurez 


FH=D/»=ny=HK, np~Y>q, arcEAB=*+£, arcED=«- — G, 

• .f * 

AG= sinaj,' 4 i CG = cos«, Bn = sinf, Cn = cos£. 

0r 

’ A. V. i :t ■ > , , 

BR==sin(a 7 FS)=/iH-|-B5r l DF=sin(* — G)=nH — np=nH — Bq, 

CIG=cos(«-i-C)=Cli — nq, CF=cos(o-£)=.CH-t-liF=CH-t-H?- 


v 
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Il ne reste donc qu’à évaluer les lignes nH, B q, CH, nq, 
au moyen des lignes connues sih<*. cos et, stn£, cosC, r. 

Les triangles, CrH, CAG, étant semblables, donnent 

ca: Cn :: ag : «h, ca’: Cn :: cg : ch,- ou 

r : cosC"'sin et ; nH, r : cosff t: cosetî CH. 

* • . 

Les triangles CAG, B nq , ayant leurs côtés respectivement 

perpendiculaires sont semblables (n° 274 )- Doue, 

• 

ca : Bn cg : ca : Bn :: ag : nq, ou 

r : sinf t: costt : B q, r sinC II sinx : nq. 

7 * 

Ces proportions donnent 

‘ ' ,r 

si ntteosô _ cosacos? _ cos'/sinî sinasinC 

nH= , CH= , B<7= , na=. . 

r r 2 r 2 r 

La substitution de ces valeurs de nH, CH, B q, nq, dans 
les expressions précédentes de sin (a-f-£) , sin (a — S), cos(a-J-G), 
cos (a — C ) , conduit aux formules demandées 

, , . '. . 1 »in«cosC+cos*»inf . . , _ »in*cOkC— cosasinC 

(i)<. . sm(«+Q = , (a)... sin(* — C) =’ — — y 

r 1 

/0 , , , _ cosacosC— sinasinÇ ... . _ co«*eosC+8in*sinC 

(3 J . . . cos(<t-f-C) = -, (4) • . . cos(* — C) =■ 

r r 

3871 Les formules des ri 0 ’ 385 et 386sont homogènes / c’est-à- 
dire qu’après avoir fait disparaître les dénominateurs (n° g4, 5°), 
tous les termes de l’équation .résultante renferment le même 
nombre de facteurs algébriques. On prévoit donc que les rela- 
tions que l’on déduira de ces formules , devront être également 
homogènes. Nous profiterons de cette propriété, pour simpli- 
fier les calculs trigonométriques, en supposant d’abord le rayon 
r des lignes trigonométriques égal à l’unité; et pour passer des 
formules qui cn résulteront, aux formules qui contiennent au 
rayon r, il suffira de rendre les formules obtenues homogènes, 
en multipliant les termes par des puissances convenables du 
rayon r. Cela posé, nous allons chercher de cette manière, 
plusieurs formules qui nous seront utiles par la suite. 

i°. Lorsqu’on fait * — £, les relations (i),- (3) , ci-dessus, 
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donnent (en supposant/ - = i) 

(0 • - • *' u a«= 2*in «cos », cos 2»= cos‘ » — sin**. 

Si l’on remplace successivement cos* « et sin*« , par leurs va- 
leurs, 1 — sin*«, 1 — cos*# , il viendra 

cos2*=i — 2sin*«, cos 2# :== 2 eos* » — 1; d’où 
2 sin* » = 1 — cos 2#, 2 cos*# = 1 4- cos 2*. 


(2) .. 
Or, 

( 3 ) .., 


sin* « 


cos « 


= tang* «, 


cos* « 
sin* « 


= cot’«. Donc 


tang’ # = cot > -== I + cos2. 


1 ■+• COS 2* I COS 24 

Les relations , sin 2# =2 sin «cos# , î — cos 2# = 3 sin*«, 
sin 2# cos # 


-- = — - cota. 


donnent ( 4 ) . . . 

I — cos2« sin a 

Si l’on change « en i#, les formules précédentes (1), (2), 
( 3 )» ( 4 L donneront 


( 5 ) 


sin # = 2 sin ' z » cos î«, 


( 6 ) . . . 2sin*> = i — cos -, 2 cos* i te = 1 -f- cos « , 

(7) • • • tang“i# = cotang* i # = 1 + cos “ 


1 4 - cos ce 
sin a 


i — cos te 


( 8 ) ... cot£# = 

1 — cos # 

Les formules ( 1 ), (2), ( 3 ), ( 4 ), (page- 347)* donnent 
sin (# 4 * 6) -f- sin (# — C) = 2 sin a cos £, 

sin (« -f- Ç) — sin (« — C) = 2 cos # sin S, 

cos (« -f- S) -f- cos (« — C) = 2 cos te cos <?, 

cos (« — C) — cos (ce -f- C) — 2 sin » sin C. 

Soient « -f - G -=z p , » — C = q, on aura 

*=ï(P +ÿ), c =i(p — q), (page 100), 
et les relations précédentes deviendront 

(9) sin p sin q = 2 sin î (p -f- q ) cos J(p — q), 

(to) ... sin/) — sin q = 2 cas £.(/) -f q) sin {(p — q), 

( 11 ) ... COS q + COS p = 2 CO» i{p 4- q)cos-i(p — q), 

(12) ••• cos q — cos p = 2 sini(/> 4- q) sin î (// — q). 

D’ailleurs, la relation ( 5 ) donne 


A 
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sin (/> + q) = 2 sin i(/» + q)t os i (;>+?)• 

On en déduit 

sin p -f- sin q sin i ( p + g) ^ co»t (/> — 7) __ tang|(/>+ y) 

siny> — siny~ cosiQ>-f-?) * sin^Xp — q) tang i (/> — ?)' 

'• (ri)... 

04 ) * • * 


Ù5)... 

(. 6 ) . . . 


sin p 

-h 

sin q 

sin p 

— 

sin q 

sin p 


sin q 

ços p 

+ 

cos q 

sin p 


sin q 

sin {p -h q) 

sin p 

— 

sin q 


~ tang j (p — q)' 

= tang i O — 7)> 

iiL— 7) 


COS 


sin O + 7) 


cos 'i (p -h q)' 
sin i ( P — g) 
sin ï ( P + qY 


§ III. De la formation des tables trigonométriques. 

388. Les grandeurs des lignes trigonométriques étant les 
mêmes dans les quatre quadrans , il suffit de considérer le pre- 
mier quadrant. 

Pour évaluer en nombres , les longueurs des lignes trigono- 
mélriques correspondantes à un arc donné , on conçoit le rayon 
divisé en parties égales, et l’on cherche combien il y a de ces 
parties égales dans les longueurs des lignes trigonométriques; 
le nombre de parties égales du rayon , contenu dans une ligne 
trigonométrique , exprime la valeur numérique de cette ligne, 
et sert à faire connaître son rapport avec le rayon. 

Par exemple, soit l’arc AB = « ( fig. 5), décrit du point C 
comme centre avec le rayon CA = r. Pour détermiper- les li- 
gnes trigonométriques de cet arc, on tire les deux droites in- 
définies CAH, CBK; on mène les perpendiculaires BP, AN, 
CD, à CH, et les perpendiculaires DE, BQ, à CD. On a 
BP = sin », AT = tang», CT == séc « , 

BQ — CP = cos», DE= cot », CE = ooséc». 

£>i l’on veut évaluer ces lignçs à moins de la dixième partie 
du rayon , on divisera chacun des rayons CA , CD , en dix par- 
ties égales, et l’on portera ces divisions sur le prolongement 
AH de CA; on tirera la perpendiculaire TR à CD, et la pcr- 


* 


« 


* 


a 
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pendiculaire EF à CH; on décrira des arcs TM, ES , de C 

comme centre avec les rayons CT, CE , on aura 

CQ = sin«, CR = tang * , CM = séc<*, 

CP = cos a, CF = cot«, CS = coséca. 

Les nombres de parties du rayon contenues d?ns les lignes 
CQ, CR, CM, CP, CF et CS, exprimeront les valeurs numé- 
riques des lignes trigonométriques, sin«, tang*, sée«, cos «, 
cot * et coséc * , le rayon étant supposé égal à l’unité. 

Si le pied Q de la perpendiculaire BQ à CD, tombe exacte- 
ment à l’extrémité de la septième division du rayon , sin » sera 
égal à 7 ; c’est-à-dire que sin « sera les 7 dixièmes du rayon. 

Si le pied P de la perpendiculaire BP à CA, tombe entre les 
extrémités de la 7 e et de la 8 e division y le cosinus de « ne pourra 
pas être exprimé exactement en dixièmes du rayon, mais en 
prenant cos * = 7 ou cos « — 8 , l’erreur correspondante sera 
moindre que la dixième partie du rayon. 

On obtiendra de cette manière toutes les lignes trigonomé- 
triques de l’arc * , à moins d’un dixième du rayon. 

Si l’on voulait évaluer ces lignes à moins de la centième partie 
du rayon, il subirait de diviser le rayon en 100 parties égales. 
Et ainsi de suite. 

On conçoit donc la possibilité de déterminer graphiquement 
les valeurs numériques de toutes les lignes trigonométriques, 
avec une certaine approximation. 

* 38 g. Nous allons faire voir comment on peut substituer 
le calcul aux constructions précédentes. 

Les formules ( 2 ) du n° 385 donnant le moyen de calculer 
les longueurs des lignes trigonométriques d’un angle connu, 
dans un cercle dont le rayon est donné, lorsqu’on connaît les 
valeurs numériques du sinus et du cosinus de cot angle , il suf- 
fit de chercher ces deux dernières lignes. 

Pour calculer les sinus et les cosinus des arcs du premier 
quadrant, de minute en minute, nous supposerons d’abord 
que lé rayon est égal à l’unité ; et nous chercherons le sinus de 
l’arc d’une minute. Ce sinus différant très peu de l’arc de on 
aura, par approximation, sin i' = arcde 1'. . 
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Or, le rayon étant pris pour unité, la longueur de la demi- 
circonférence ou de l’arc de i8o° , est 

x = 3 ,i 4 i 5 g 26535 89793 etc. 

Divisant cette longueur par le nombre, 10806, de minutes 
contenues dans la demi-circonférence, le quotient sera la lon- 
gueur approchée de sin i',.et l’on trouvera 

*in i' = 0,00029 08882 etc. 

Substituantcettevaleurde sin l' dans l’expression \/ 1 — sin“i' 
de cos 1', on trouvera 

cos i' = 0,9999999577 etc. 


Après avoir ainsi calculé les valeurs approchées du sinus et 
du cosinus de 1', dans le cercle dont le rayon est ! , les relations 

sin 2se = 2 sin «cos a, cos 2 et = cos* et — sin* a, 
donneraient successivement les sinus et cosinus des arcs doubles, 
2', 4 ', 8', 16', 32', 64 ' ou i° 4 '. Et ensuite les formules 

sin (et rfc ?) = sin et cos G rt cos et sin?, 

cos (et dz G ) = cos « cos G zç: sin a sin G, 

serviraient à déterminer les sinus et. cosinus des arcs r°, i° i', 
i° 2', i° 3 ',. . ., i° 5 g', 2 0 , 2 0 1', 2 0 2',. . .,2° 5 g', 3 °, 3 ° T, etc. 

Mais, 011 peut simplifier les calculs; à cet effet, on obserye 
que les relations 

sin ( et -J- G ) -f- sin (et — G) —2 cos G sin et , 

cos (et -f- G) -f- cos (et — G) = 2 cos G cos a, 

donnent 

(1) . . . sin ( et + C) =x 3 cos G sin et — sin ( et — - G ) , 

(2) . . . COS ( et -J- G ) =3 2 OOS G cos et COS ( et — G). 

On /ait et =mG, G = 1', siu i' = y, cos 1' == i', 
on a y = 0,00029 08882 etc., i' — 0,9999999577010., 
elles relations (1), (2), donnent 

sin (m -f- 1 ) G = 2 J^sin mG — sin ( m — 1 ) C, 

eps (m -f- t)G = 2 et cos mG — cos ( m — 1 ) G. 


m 
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Pour déduire de ces deux dernières formules les «inus et les 
cosinus des arcs 2 ', 3', 4', etc. , on donnera successivement 
à m les valeurs 1 , 2 , 3 , etc. , et l’on trouvera 


cos a’ = a/* — 1 , 

cos 3' — iJ cos a' — / 
cos 4' = a<fcos 3' — cos a' 
cos 5' ss a/cos l( — cos 3' , 
etc. 


sin il = sJy 

^ . sin 3' =3 a/ sin a' — y 

sin Y — if sin 3' — sin a ' 
sin 5’ ss a/ sin 4' — sin 3' 
etc. 

En substituant dans ces égalités , les valeurs numériques de 
y et i', on obtiendra les valeurs approchées des sinus et des 
cosinus, pour tous les arcs, de minute en minute, depuis o° 
jusqu’à 45». 

Ou en déduira facilement les sinus et les cosinus de tous les 
arcs, de minute en minute , depuis 45° jusqu’à 90 °, car 

-a) et cos (45° -f-*) = sin (45° — a). 


si n (45° -4- «0 — cos (.45 0 
Par exemple , le sinus de 65° est égal au cosinus de a5°, et le 
cosinus de 65* est égal au sinus de 25°. 

En général, les cosinus de tous les arcs, de minute en mi- 
nute, depuis o° jusqu’à 45® , pris dans un ordre inverse, c’est- 
à-dire de 45* à o° , seront les sinus de tous les arcs , de minute 
en minute, depuis 45° jusqu’à 90 ° ; et les sinus de tous les arcs, 
de minute en minute, depuis o° jusqu’à , pris dans un 
ordre inverse, c’est-à-dire de 45° “ °°. seront les cosinus de 
tous les arcs de minute en minute depuis 46 ° jusqu’à 90 °. De 
sorte qu e pour former une table de sinus et cosinus, pour tous 
les arcs , de minute en minute, depuis o° jusqu’à 90 ° , il a 
suffi de calculer les sinus et les cosinus pour tous les arcs de 
minute en minute depuis 0 ° jusqu’à 45°. 1 i 

3go. L’emploi des logarithmes abrégeant beaucoup les cal- 
culs trigonométriques , et les logarithmes des nombres entiers 
des sinus, des cosinus, des tangentes et des cotangentes , suf- 
fisant pour calculer les éléniens inconnus des triaugles, nos 
tables ne renferment que ces logarithmes. 

Mai?, comme eu supposant le rayon égal à l’unité, les sinus 
et les cosinus seraient exprimés par des mynbres décimaux 
moindres que l’unité, dont les logarithmes seraient par consé- 


* 
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qucnt négatifs, on a évité ces logarithmes négatifs, en suppo- 
sant le rayon r égal à io'®; ce qui revient à diviser ce rayon en 
dix billions de parties égales. Et comme les longueurs des lignes 
trigonométriques correspondantes à un meme angle sont pro- 
portionnelles aux rayons (n° 377) , pour trouver les nombres 
qui expriment les sinus et les cosinus dans le cercle dont le 
rayon est lo 1 ®, il a suffi de multiplier par io" les nombres qui 
représentaient précédemment les sinus et les cosinus dans le 
cercle dont le rayon était égal à l’unité. Ce sont les logarithmes 
de ces nouveaux njjfcbres qu’on a mis dans nos tables. 

Après avoir ainsi calculé les logarithmes des sinus et des co- 
sinus dans le cercle dont le rayon r= 10 '°, on en a déduit 
aisément les logarithmes des tangentes et des cotangentes ; car 
le logarithme du rayon io'° étant égal à 10, les formules 

ta " 6 “ “ "SHT’ cot« = - 5 -_, donnent 

log tang et = log sin et -f- ( 10 — log cos et), 
log cot tt = log cos et + ( 1 o — log sin et ) . 

Le reste que l’on obtient en retranchant un logarithme de 10, 
est ce qu’011 nomme le complément arithmétique de ce loga- 
rithme (n° 173) , et pour indiquer le complément arithmétique 
de log », on écrit O log ». On a donc 

log tang et = log sin et -f C‘ log cos *, 
log cot et — log COS et -f- C‘ log sin et. 

391. On peut calculer directement les sinus , les cosinus , 
les tangentes et les cotangentes de plusieurs arcs. En- voiei 
des exemples. V Jsggjv* - -,$i V 

Le sinus de l’arc de 3o° est la moitié de la corde de 60®, 
et cette corde, qui est le côté de l’hexagone régulier inscrit 
dans le cercle , est égale au rayon r du cercle (n® 295). On 
a donc sin 3o° = j r. 

«1* La' relation cos 3o °= ^/r* — sin* 3o® donne cos 3o° = ^r[/3. 

La tangente de 45° est égale au rayon ; car en supposant 
l’angle ACT (fig. 3) égal à 45°, l’angle CTA est aussi de 45® ; 
de sorte que AT = AC (n® 223). 
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Or, sia 45 ® = cos 45 ° et sin* 45 ° -f- cos* 45 ° s» r*. , » 

Donc, a sin' 4 ^® =* **, ' d’où sin 45 “ = 

Si l’on remplace le rayon r par io‘°, et si l’on évalue 
V/SetVî en décimales , on trouvera 

sin 3 o° — 5 oooo 00000 , cos 3 o° 8660a 54 o 65 , 

tang 45 ° ~ 1 00000 ooooq, sin 45 ° = 7071067810. 

En comparant ces valeurs exactes de sin 3 o°, cos 3 o*, sin 4 ®°, 
avec les valeurs approchées obtenues par la méthode du n° 38 g, 
on connaîtra les erreurs introduites par la lingue suite des opé- 
rations à l’aide desquelles on est remonté de sin 1' et cos t', 
aux lignés, sin 3 o°, cos 3 o°, sin 45 °. 

Les relations sin 3 o° = ;r, cos 3 o°=i;rl/ 3 , sin 45 °= îr[/ 2, 
donnent, en supposant r= 10'°, d’où log r = 10, 

logsin 3 o° = log r — log a = 9,6989700, 
logcos 3 o° = ïlog 3 C’ioga = 9,9375306, 
log sin 45 ° = J log 2 -f. C*log2 = 9,8494850. 

Ce qui s’accorde avec ce qu’on trouve dans les tables. 

392. Dans tous les calculs relatifs à la résolution des trian- 
gles, nous ferons usage des petites tables de logarithmes de 
Lalande , étendues à sept décimales ( édition stéréotype publiée 
en 1829 ). L’ Instruction qui précède ces tables fournira le 
moyen de trouver le logarithme du sinus, du cosinus, de la 
tangente et de la cotangente d’un angle donné, et réciproque- 
ment dq trouver l’angle, lorsqu’on connaîtra le logarithme de 
l’une, de ses lignes trigonométriques. On ne devra jamais perdre 
de vue que, dans ces tables, le rayon est égal h io'®, de sorte 
que fc logarithme du rayon est égal à 10. 

Nos tables ne contenant pas les logarithmes des lignes trigo- 
nométriques des angles plus grands que 90° , et les nombres 
négatifs n’ayant pas de logarithmes, il sera nécessaire , lors- 
qu’on fera usage des logarithmes, de ramener les formules qui 
déterminent les parties inconnues, à ue renfermer que des 
angles moindres que go?. Les propriétés des n" 379, 385 et 386 : 
donneront toujours le moyen de satisfaire à cette «condition. » 
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Par exemple, pour déterminer le logarithme de sin i 3 o°, il 
suffît de chercher le logarithme du sinus du supplément 5 o° de 
i 3 o°, car si il i 3 o° = sin 5 o® (n° 379). 

393. Lorsque le premier terme d'une proportion étant 
moindre que le rayon io'° des lignes trigonomé triques , l’un 
des moyens est égal à ce rayon , on obtient le logarithme du 
quatrième terme en ajoutant au logarithme de Vautre moyen , 
le complément arithmétique du logarithme du premier terme ; > 
car la proportion 

* io'° t: G : X 1 , donne logx r= log£ -f- »0 — logn, •' 
et 10 — log<* est le complément arithmétique de log* (0*173). 


5 IV. Principes pour la résolution des triangles . 

* , # .1 •* « • 

394. La résolution des triangles se déduit de ce qui précède et 
des principes que nous allons établir. 


Pinan frincipk. Dans tout triangle rectangle , le rayon r * 
des lignes trigonométriques {qu’on nomme rayon des tables ), 
est au sinus d un des onglet aigus , comme l’hypoténuse est au 
côté opposé à cet angle. , 

En effet, soit L^^iangle CAB (fig. €) , rectangle en A ; de 
B comme centre, am: le rayon r, décrivons l’arc EF ; agissons 
la perpendiculaire FG à AB; les triangles semblables BFG, BGA, 
donnent " ’ ï . .... ....... . , .... \ ,•«* 

bf : fg :: bc ; ca, o« r ; b n bg : ca. % . ;i 


Ce qui démontre le'prlncipfe énoncé. 

"Remarque. L’atigle C étant le complément de l’angle B, le 
premier principe peut s’énoncér de cette autre manière': 

Le rayon des tables est au cosinus dun des angles aigus , 
comme l’hypoténuse est au côté adjacent à cet bnglé . 1 ! J ^ 

39?. Deuxième principe. Dans tout triangle rectangle , 'le 
rayon des tables est à la tangente d’un des angles aigus, éonrnte 1 
le çôlé adjacent^ à oet ongle est au côté opposé. ,f 

■ En effet, si l’on tire la perpendiculaire ED à A 8 ( fig. 6 ), les 

a 3 ,. 
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triangles BED , BAC, étant semblables, donneront , 

BE : ED ;; BA : AC, ou r : tangB :: BA ; AC. 

Ce qui démontre le principe énoncé. 

Remarque. L’angle C étant le complément de l’angle B, le 
denxième principe peut s’énoncer de cette autre manière : 

Le rayon des tables est à la cotangente d'un des angles 
aigus, comme le côté opposé à cet angle, est au côté qui lui est 
adjacent. . • . 

3g6. Troisième principe. Dans tout triangle , les sinus des 
angles sont proportionnels aux côtés opposés à ces angles. 

En effet ; soit ABC (fig. 7 et 8) , le triangle proposé ; si des 
points A, B, comme centres, avec le rayon r, on décrit des 
arcs GK, DE, et si J’on mène les perpendiculaires CP, Cil, 
Et, sur la droite BA , on aura GH = sinA, DF = sinB. 

Les triangles AGH, ACP, étant semblables , ainsi que les 
triangles BDF, BCP, il en résulte 

ag : gh ac ; €P, ou r : sinA ;c b : cp, 
bd : df :: bc : cp, ou r : sinB :: a : cp. 

Donc, r X CP = b sin A = a sin B. 

D’après la propriété du n° 1 54 (a°), l’égalité b sin A = asin B 
fournit la proportion, sinÂ ! slnB b. 

Ce qui démontre le principe énoncé. 

Remarque. Les deux principes relatifs aux triangles rec- 
tangles (n”* 3g4 et 3g5) peuvent se déduire du troisième principe. 
En effet; les sinus des angles du triangle ABC (fig. 7 et 8) étant 
proportionnels aux côtés opposés à ces angles , on a 

(1 ). . sinA: sinB;:BC: CA, sjnC: sinB::BA : AC;r 
et si l’on suppose que l’angle A est droit (fig. 6), on a 
sin A = r , sin C = cos B. *■ 

Les proportions (1) deviennent 


(3 ). . . r; sinB :: BC : CA, (3). . . cos B ; sin B BA : AC. 
La proportion (2) démontre le principe du n° 3gz{. 

La formule tangB = donnant, cos B: sinB:: r‘. tangB, 

COS 13 

- il • • 

* . 
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la proportion (3) revient à, r : tang B i; BA : AC, . . 

et cette dernière conduit au principe -du n° 3g5< 

397. Quatrième principe. ' Dans tout triangle, la somme 
de deux côtés quelconques est à leur différence , comme la 
tangente de la demi-somme des angles opposés à ces côtés 
est à la tangente de leur demi-différence. 

La proportion fin A ; fin B;;; a', b , donne 

sin A -f- sin B l sin A — fin a — b , (a° i55). 

Mais, la relation (i3) (page 34g) donne 

». , 1 4 ' s ’• ' ' t . 

sin A+ *iuB ! sin A — sin B :: tangi (A -|- B) : tangi (A — B). 

Donc, a -f- b ; a — b ;; taPg | (À -f- B) î tang J (A — B). 

3g8. Cinquième principe. Dans tout triangle ABC (fig. 9) , le 
plus grand côté AB est à la somme des deux autres, comme 
la différence de ’ ces deux derniers côtés est à la différence 
des segmens BP , AP, formés sur le plus grand côté par la 
perpendiculaire CP à ce côté , abaissée du sommet C de l'angle 
opposé. 

Soit CB > CA ; on aura PB > PA (n° 227 , 6°). 

Si l’on décrit une circonférence de C comme centre avec 
le rayon CA , le prolongement de BC rencontrera cette cir- 
conférence ep un point E; la perpendiculaire CP à AB divisant 
la corde AD en deux parties égales (u° 246} , on aura . , 

BE=CB + CE=CB + CA, BF=BC— CF==BC — CA, ' 
BD=BP — PDs=BP— AP. 

Or, d’après ce qu’on a vu (n° 280) , les sécantes BA, BE, four- 
nissent la proportion 

BA:BE::BF:BD. Donc, BA : CB-f CA::CB — CA :BP — AP. 

Ce qui démontre le principe énoncé. 

3 gg. Sixième principe. Si l’on désigne par 3 p la somme des 
trois côtés , a, b, c, d’un triangle, on aura 

.(.)■■■ tang | A =t \f {j> $ X r*. 
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La formule (7) (page 348 ) donnant (*)... lang* J A = — - f 

I y* COS Ak 

il s’agit d’exprimer cos A au moyen de a, à, e. . 

• Or, on vient de voir (n° 396) que- t' 

ba:be::RF:bd (c g . 9 ) ; donc, bàxbd=bexbf. 

D’ailleurs, BD = BA— 2AP, BEc=CB+CA f BF=CB— CA. 
Donc, BAX(BA — 2AP) = (CB+CA)x(CB — CA). 


Et comme (CB + CA) X (CB — CA) = CB — CA , 
on a BA X (BA — 2AP) = CB — CA ; d’où 

• “\ • g» 

CB*= CA*4- bT- 2AB x AP. 

* f • T - < • * * 

• D’après le second énoncé du principe du n° 394 , le triangle 
rectangle CPA donne 

r : ac :: cos a : ap ; d’où ap = ACx — s -. 


Substituant cette expression de AP dans celle de CB . rem- • 
plaçant les côtés, BC, AC, AB, par a, b, c, et supposant 
r = ■ , on trouve 

b' + c a — a a 


co s A = ■ 


2ÙC 


d’où 


, +cosA = ,_ C osA=^ï>\ 

20c ibc %bc 

La formule «t* — C‘ = (<t C) (* — £) donne 

(ù -f- c)* — a* = (b -f- c -f- a) (ù -+- c — a) = 2 p( Ê ip — 2 a) , 
a 1 — (b — c) s ~{a-\-b — c) ( a — b+c)z=(2p — 2c)(ip — 7. b). 
On a donc 

•J . AV- ■yO J « 

,+cosA = a ^;- fl) > ,-cosA = *P-y- c \ 
bc bc 

T ' 

Si l’on met ces expressions de i-f-cosA et 1— cos A 
dans (2), et si l’on rétablit le rayon r (n° 387), on parvien- 
dra à la formule (1). Ce qui démontre le principe énoncé. 


» 
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§ V. De la résolution des triangles. 

> 

4 00. Nous avons déjà dit (a° 373), que le but de la 
résolution des triangles est de calculer les élément incon- 
nus d'un triangle , lorsqu’on connaît les valeurs numériques 
de trois de ses six élément , et que parmi ces trois élément 
donnés, il se trouve au moins un des côtés. 

Résolution des triangles rectangles. 

4 01. La triangle ABC (fig. 10) dont il s’agit de calculer les 
élémens inconnus ayant un angle droit A, les deux autres élé- 
mens donnés sont nécessairement, un angle aigu et l’hypo- 
ténuse, ou un angle aigu et un côté de l’angle droit, ou les 
deux côtés de l’angle droit , ou l’hypoténuse et un côté de 
l’angle droit. 

i" Problème. Résoudre un triangle rectangle connaissant 
un des angles aigus B, C, et V hypoténuse a. 

On retranche l’angle aigu donné, de go°, le reste exprime 
l’autre angle aigu j et le i" principe (n° 3 g 4 ) , fournit les 
proportions 

(i)... r:sinB::a;ô, (2)... rJsinCîîalc, 
qui servent à calculer les côtés inconnus, b, c. 

Exemple. Soient , B == 36 ° 5t! 1 i*,7 et a = 5 . 

* • . . # 

La proportion (1) donnant 

log b su log a -f- log sin B — 10 , 
le calcul du côté b s’exécute de la manière suivante : 

log 5 = o,6g8g7oo , , 

log sin 36 ° 52 ' ii*, 7 = g,778i5i3 

somme — 10 = 0,4771213 = logé. 

Le nombre 3 auquel appartient le logarithme 0,4771213,. 
exprime b. *■ ■ 

L’angle C = go° — B = 53 6 7' 48*, 3 . 

La proportion (2) donne log c = o,6o2o5gg; d’où c = 4. 


\ 
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2' Problème. Résoudre un triangle rectangle connaissant 
un angle aigu et un côté c de l’angle droit. 

On retranche l’angle aigu donné de 90° ; le reste exprime 
l’antre angle aigu. 

Pour calculer a, on po«e la proportion 

(2) ... sine :r :: c : a , ( n ° 394) ; d’où 

( 3 ) . . . log a = le -J- C'I sin C , (n° 3 g 3 )i 

Pour calculer b , on pose la proportion 

r:tangB::c:ù, (n*395); d’où ( 4 ). . . »r=fc + /UngB~io. 

Remarque. Lorsqu’on aura trouvé l’hypoténuse a, I e càté b 
pourra se déduire de la relation a* = b'+ c '- car elle donne 
~ a '~ c ‘ = (« + c) (a — c) ; d’où [, l(a+c ) + l(a—c)]. 

Exemple. Soient, B = 36 ° 52 * 11*7 e t c = 4 . 

L’angle C = go° — B = 53 ° 7' 48", 3 . 

Les relations ( 3 ) et ( 4 ), donnent 

Ioga = o,6g8g7oi, logù ==0,4771215; d’où a= 5 etù=. 3 . 

3* Problème. Résoudre un triangle rectangle connaissant 
les deux côtés x b, c, de T angle droit. 

L’angle aigu B se déduit de la proportion 

cîù::r:tangB (n° 3 g 5 ); d’où ( 5 ). . . log tangB=Iogù-fC‘ loge. 

On trouve ensuite C en retranchant B de go°. 

Enfin, l’hypoténuse n se déduit du I n principe (n° 3 g 4 ), 
au moyen de l’une quelconque des proportions 

(6). . . sin B : r:: b: a, (7). .. sinC : r;; c : a. 

On peut aussi calculer directement a, car 

1 « 

a = l/ù a + c*, d’où (8). . . log fl = j log (i* -f- c*). 
Exemple. Soient , b — 3 et c = 4 * 

La relation ( 5 ) conduit à 

log tang B = g,875o6i6; d’où B = 36 ° 52 ' 1 **,7. 

L’angle C = go* — B = 53 ° 7' 48 ", 3 . 


t 




Digitized by Google 



RECTILIGNE. 


36i 


Enfin, chacune des relations (6), (7), (8), donne 

loga = 0,6989698; d’où a s= 5 . 

4* Problème. Résoudre un triangle rectangle connaissant 
l'hypoténuse a, et un côté b de l’angle droit. 

L’angle aigu B est déterminé par la proportion 

a ; b :: r : sin B (n° 394); d’où (9). . . /sin B = /ù-f- O la. 

On obtient ensuite l’angle C en retranchant B de 90°. 

Enfin, on trouve le côté c au moyen de l'une quelconque 
des relations 

r : sin C :: a î c (n® 394 ) , c = y' (a-J-ù) (a — b). 

En opérant par logarithmes, on a 

(10). . . /c=loga-j-logsinC — 10, lc—\\l(a-\-b)-\-l(a — b)~\. 

Exempi.e. Soient, a — 5 et ô = 3 . 

La formule (9) conduit à 

• j 

logsinB = 9,7781513,, d’où B ?= 36*52' 11', 7, 
et par suite C = 9o® — B = 53 ° 7' 48 f , 3 . 

L’une quelconque des formules (10) donne 

log c = 0,6020599 ; d’où c = 4- 

1 , ' « % * | ’.*• -**( 

Remarque. Chacun des trois premiers problèmes admet tou- 
jours une seule solution. 

Pour que le 4 * problème soit possible, il faut et il suffit 
que le côté b de l’angle droit soit moindre que l’hypoté- 
nuse a (n® 227); et en effet, quand les données a, b, satis- 
font à la condition ô<a, la proportion a \ b r’. sin B, 
donnant sinB<r, on en déduit toujours une valeur réelle 
de l’angle aigu B. 

î , „ , 

Résolution des triangles obliquangles . 

4 02. Les trois élémens donnés sont nécessairement : deux 
angles et un côté, ou deux côté* et l’angle compris, ou deux 
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côtés ot l’angle opposé à l’un de ces côtés , ou enfin les trois 

côtés. 

i* r Problème. Résoudre un triangle connaissant deux des 
trois angles et ttn côté, a. 

On obtient le troisième angle en rétranchant de i8o° la 
somme des deux angles donnés ; et ensuite les côtés Incon- 
nus, b , c, sont déterminés par les proportions 

sin A : sinB : ô, sinA î sinC :: a ;c (n° 3 g 6 ). 

Exemple. Soient, B = 36 ®, - C S= 8a°, a— i3o. 

On trouve, A =62°, log 6= 1,9372272, logc = 2, 1637613 ; 
et l’on en dé<lnit 6 = 86,64 2o5, c=t45|8oi2. 

4°3. 2' Problème . Résoudre un triangle connaissant les 
deux côtés, a, b, , et l’angle compris C. 

Soit, * a >6, on aura A^>B (n # 224 ). 

Pour trouver les angles A , B , on cherche d’abord leur 
demi-somme et leur demi- différence. 

La relation A-j-B-f-C = i8o 0 donnei(A+B)=j(i8o 0 — C). 

Connaissant la demi-somme des angles A, B, leur demi- 
différence se déduira de la-proportion 

a + b ! a— b tang-j (4 + B) ; tang \ (A — B), (n° 3 g 7 ) , 
dans laquelle, tang i (A + B) = tang (90° — i Ç) = cot^ C. 

Lors<ju’on aura ainsi calculé la demi-somme et la demi- 
différence des angles A , B , on obtiendra le plus grand de 
ces angles en ajoutant la demi-somme des angles A, B , 
à leur demi-différence, et l’on obtiendra le plus petit de ces 
angles en ' retranchant La demi-différence des angles A, B, 
de leur démi-somme (page 100). 

Enfin , le troisième côté c sera déterminé par l’une quel- 
conque des proportions 

(1). . . sin A : sin C ” a : c , sin B ; sin C ;; 6 ; c. 

Exemple. Soient, a = 3 io, b= i 5 o et C = 54 °. 

On trouve 5 (A + B) =90° — jC = 63 °; , 

l°g taug i ( A — B) = 9,834 1 <) 63 ; d’où ±(A — B) =34-3^9^4. 
On en déduit A —97° 19' 9 °, 4 et B = 28° 4 o' 3 o", 6 . ' 


Digit^d by C.oogk 


y 


BECTILIGNE. ~ • 363 

Enfin , l’une quelconque de* proportion* (i) donne 

log c = 3,4038726 ; d’oi c = 352,8556. 

Remabque. Lorsque les côtés donnés a, b, sont égaux, 
la relation i(A+B) =*=90® — J C détermine directement 
les angles inconnus A, B; car «s deux angles étant égaux, 
on a A = B «= 90° — î C. 

404. 3 * PpoblImê. Résoudre un triangle connaissant deux 
côtés, b, a, et F'angle A opposé au côté a. 

L’angle inconnu B dépend de la proportion < ‘ • 

(i)...a'6:;»inA;sinB; etîe donne (3)...IogsinB = /sinA-f-Zi-bi. 
r . • _ - ' . * 

Lorsqu’on aura calculé l’angle B, au moyen de la rela- 
tion (2 ) , on obtiendra la -valeur correspondante de l’angle C 

en retranchant A -4- B de i8o°: et ensuite le côté c se dé- 

• » ' • 

duira de l’une quelconque des proportions 

sin A î »inC ;; à i c, «inB : shiC Tî b lù. 

* • , , * - f * * , 

La sinus d'un angle étant égal au sinus du supplément de 
cet arq>le (n° 379) , la proportion (t) fournit généralement 
deux valeurs B', i8o° — B', de V angle inconnu B f qui cor- 
respondent aux deux solutions dent le problème est quelque- 
fois susceptible (n° 258, 4* rem.)« •- 

Lorsqu’on a , A=cgo°, ou A > 90°, ou A -<90° «t b <i a 
(ce qui donne B <" A)> l’angle inconnu B est nécessairement 
aigu ; de sorte qu’il ne> faut prendre que la valeur K. de B* 
moindre que go”, fournie par la table > dans ces trois cas, 
le problème té admet qu’une seule solution, et il faut, pour 
que le triangle epeiste , que b soit moindre que a. Quand 
b=za, Fqngle B = A. Er\fin, lorsqu’on a A •< 90° etb^m, 
d’où B^> A , F angle inconnu B peut être aigu ou obtus , 
et / inspection des données a, , b, A, ne suffit plus pour recon~ 
naître si elles appartiennent à un triangle; on calcule log sin B, 
au moyen de la relation (a), et' suivant qu’bn trouve 
log sin B < 10 , ou leg sinB = )«>, ou log sin B> 10 , le pron 
blême admet les deux solutions fournies par les deux valeurs 


Digitized by Google 



364 TRIGONOMÉTRIE. 

B', 180“ — B', de B, ou le triangle est rectangle en B , ou 
les données n appartiennent à aucun triangle. 

Exemple. Soient, A =3o°, a = 8o, ô=‘ioo. 

»*•*..# i !• • ' ' 

La proportion a', b y. sin A : sin B , 
donnant log sin B =9,7958800, d’où B = 38 ° 4 o' 56 ", 

il suit de la règle précédente, que ces données appartiennent 
à deux triangles CAB', CAB" (fig. i 4 ), dans lesquels 

angle EAF = A, AC = fr, CB'=CB* = a, • ' 
CB'A= 38 ° 40' 56 "=B', CB"A=i8o°— B'=i 4 i° 19' 4 "=B". 
On en déduit ACB' •=: 1 n° ig' 4", ACB" = 8° 4 ®' 56 ", 
et en substituant /ces deux valeurs de l’angle C, dans la pro- 
portion, sin A : sin C” a I c , ou trouve , 

AB' = 1 4910526 , AB" = a 4 i 16266. 

* 4 ° 5 . Pour discuter les différons cas que nous venons d'in- 
diquer, nous mènerons denx droites AE, AF (fig. 10... 17), 
qui forment entre elles l’angle donné A ; nous prendrons AC —b, 
et de C comme centre avec le rayon a , nous décrirons un arc 
de cercle mn ; chacun des points de rencontre de cet arc avec 
le côté AF de l’angle A , déterminera une solution du problème, 
en joignant ce point avec l’extrémité C du côté b. Cela posé : 

i°. Quand l’angle dobné EAF A est droit (fig. 10), ou 
obtus (fig. 11), l’angle inconnu B étant nécessairement aigu, 
on ne doit prendre que la valeur B' de R moindre que 90° , four- 
nie par la table ; et pour que le triangle existe, il faut et il 
suffit que b soit moindre que a. Cette condition ayant lieu, 
(fig. 10, 1 1 ), l’arc ntn rencontre le côté AF de l’angle A en 
un seul point B, et le triangle ABC est le seul qui satisfasse à 
la question. 

2°. Quand l’angle donné A étant aigu , on a b < a (fig. 12) , 
il en résulte B <( A (n° 224); l’angle cherché B est donc né- 
cessairement aigu 5 on ne doit donc prendre que la valeur B' 
de B, moindre que 90°, fournie par la table. 11 existe toujours 
un seul triangle ACB qui satisfait à la question , car l’oblique a 
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étant plus grande que b , l’arc mn ne peut rencontrer le côté 
ÀF de l’angle A , qu'en un seul point B.(n° 227). , ‘ 

Si l’apgle A étant aigu, on a b = a (fig. 1 3 ) , l’angle B est égal 
à A; il est donc inutile de faire usage de la proportion (1) pour 
calculer B. 

_ Q , _ . . 2 sin A eos A 

On a C = ioo* — 2A , sin C = sm 2 A = , 

r 

et le côté c se déduit de la proportion 

sin A ; sinC IJ a t c, qui se réduit à r l 2 cos A. Il a l c. 

3 °. Enfin , lorsque l’angle donné A étant aigu , on a t b a 
(fig. i4, i 5 , 16) , l’inspection des données ne suffit pins pour 
reconnaître si elles appartiennent à un triangle ; car il peut 
arriver que l’arc mn rencontre le côté AE de l’angle A, endetta 
points B', B* (fig. i 4 ), ou en un seul point P (Gg. > 5 ),. ou que 
cet arc ne rencontre pas AF (fig. 16); ce cas particuliers reçu , 
par, çe motif, le nom de cas douteux. 

En général, on a donné le nom de cas douteux, à tous ceux dans 
lesquels l’inspection des données ne suffit pas pour reconnaître 
si le problème est possible , et s’il admet plusieurs solutions. 

Il serait facile de lever tous les doutes , eu calculant dans le 
triangle rectangle CPA, la longueur de la perpendiculaire CP 
menée de l’extrémité C du côté AC 3= b sur l’autre côté AF de 

•• f) gm ^ 

l’angle A ; le principe du n° 3 g 4 donnerait CP = — - — , ét 

suivant qu’on trouverait . , v . f 

CE < a (fig. « 4 ) , ou CP = a (fig. i 5 ), ou CP]>« (fig. 16) , 
il j aurait deux triangles CAB', CAB* (fig. 14) qui satisferaient à 
la question « ou le triaagle aérait rectaugle ( fig. 1 5 ) , ou les 
données n’appartieadraient à aucun triangle (fig. »6). 

Mais, on peut éviter le calcul de la perpendiculaire CP/ car 
suivant que la proportion (1) . . . a b sin A : sin B , four- 
nil une valeur de lôg sin B, moindre que te logarithme 10 du 
rqjron r,,ou égale à 10, ou plus grande que |o, on a néces- 
sairement . «; 

CP K.' a, ou CP ca «, • ou CP > a. 


■4 
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Par exemple, lorsque 1a valeur de log ara B , tirée de (i), 

est moindre que 10 , on a 

‘ - b sin A _ b sin A 

(a)... < r. Or, CP =:*— — , 

b sio A * 

et (a) donne - < a. Donc CP a. 

. - r • , -• 


Remarque. Quand la proportion (i) donne ldg siivB <| 10 , . 
il existé deux valeurs B% i 8 o° — B', de B qui satisfont à cette 
proportion; et cependant, si l’angle donné EÂF = A (fig. 17 ) 
étant obtus, on a a<^b, les données CAE = A, CA — b, 
CB' = CB" — a, n’appartiendront h aucun triangle; car dans 
ce cas , a étant plus grand que. la perpendiculaire CP à FAH , 
Rare décrit déC comme centre avec le rayon a b f rencontre 
la droite FAH en deux points B', B* qui ne sont pas sur le dété 
AF de l’angle obtus donné EAF = 4 » ( n# 22 7)» 

Pour interpréter cette circonstance particulière , on observera 
que le sinus de A étant le même que celui de' i 8 o° — A, les 
valeurs de B fournies parla proportion (t), ne conviennent 
pas plutôt aux données a, b = AC, A =s EAF, qu’aux don- 
nées a == CB' = CB", b=z AC, A= i 8 o° — EAF =s ÉAH ; 
ces nouvelles données conviennent à chacun des triangles CB'A, 
CB'A , et les deux valeurs B' < go®, i 8 o* B', de B, fournies 
par la proportion al b :: sinEAH : sin B, expriment les angles 
CB'A,CB"A, des triangles CB'A , CB"A. 

4o6. 4* Problème. On propose de résoudre an triangle , 
connaissant ses trois côtés, a, b , e. • * • - 

Pour que les trois côtés donnés puissent former un triangle , 
H faut et il suffit que le plus grand de ces côtés soit moindre 
que la somme des deux autres (n° a58, i” rem.). 1 

Soit o le- plus grand des trois côtés , et supposons * 

c < q 4- b, a > é; d’où A > B. 

i” Méthode. Le# principe* des n** 3g8 et 3g4 fournissent le 

moyen de calculer les angles A, B. En effet, si l’on conçoit 
qu’on abaisse la perpendiculaire CP ( 6 g. 7 ) sur le côté AB=c , 
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on connaîtra la somme c des seginens PB» PA, et le principe 
du n* 3 g 8 donnera la proportion 

(1) ... c : a + b :: a — b : pb — pa, 

qui servira à déterminer la différence d'de» segmens PB, PA. 
On en déduira les valeurs de ces deux segmens ; eau, d’après 
le principe énoncé ( page 100) , on a 

(2) ... PB = i(c + /), PA = j(c - d). 

Alors, dans chacun des triangles rectangles CPA, CPB, on 

connaîtra l’hypoténuse et un côté de l’angle droit; le second 

énoncé du principe dn n° 3 g 4 donnera 
\ * - ' • ' * 

( 3 )... ac : ap :: r :cosA, bc : bp :: r ; C osB. 

i ■ ^ • - 

On connaît AC = b , BC = a, et l’on vient de trouver les 
seginens AP, Bp. Ce# deux dernières proportions dé termineront 
donc les angles A, B, et ensuite on obtiendra l’angle C en 
retranchant A B de i8o°. •_ 

Exemple. Soient a =-24 , A = i.3, c = 29 . < 

Le triangle existe, car le pins grand côté est moindre que la 
somme des deux antres. '* 

On calcule PB •— PA = l', au moyen de la .proportion (r); 
qui donne . w , 

log i' — 1,1471.964 * d’où'd l 4 ,o 3448 - .. 
Substituant cette valeur de i' dans les formules (3) , on trouve 
PA = 7,48276 et PB = 21,51724. 

Ensuite le* proportions ( 3 ) conduisent à 

log cos A =e 9,7601184, log cos B = 9,9625754; 

d’où A “sa: 54 , 5l'3l", B =e 26 * I 7 i 3 d'. ’ 

... 

Enfin, l’angle Ç t8o° — (A 4 - B) = 98? 5 ®' 5 g*. 

* a* Méthode.’ Le principe du n" 3 gg fournit le moyen de- 
calculer directement chacun des angles A , B , C ; car U 
donne t-< . '• > > - 
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P ip — b) 


t *•. 




SJ l’on prend les logarithmes et si l’on obsenre que 
log r — log* = Clog* (n' 1^3 , page 2i5), 
on obtiendra les formules 


H tang J A == J [ J (/j — b) -f / (p — c) + C' Ip -+- C'J (p — a )] , 
log tang J B= J [/(/» — o)-f l{p — c) -f- C* lp 4 - Ol(p — by\, 
log tang J C = J [ / {p — a) -+- / (p — b)+ C' tp + C'I (p — c)] , 

qni conduiront très simplement aux valeurs des angles 
’ s A., JB, JC. ' * 

Remarque. Quand le triangle est possible , les expressions 
de tatig 3 A , tang JB, et tang JC, sont réelles } de sorte 
que les angles À, B, C, sont réels . En effet , puisque les don- 
nées, a, b, c, appartiennent à un triangle , o'n a 

,• b -f- c, b <[ a -f- c, c < a + b-, d’où 

M<H c + fl » a 6<a-fc + ù, 20<a + b + c. 

Or, a + ^ + c — a p; donc a p, b p , c p. 
Exe mp le. Soient, a ^ s|, b = 1 3 , c = 29, on trouve 

log tang JA = 9,7151668, log tang JB = 9,3683792, 
t log tsuig JC =s 0,0673493, 
et l’on en déduit 

JA ■= 27 0 a 5 ' 45 *, 4 , JB =â i 3 » ,8' 44 ',»,- JC = 4 9 “ 25 ' 2 9 ”, 8 , 
A = 54 ° 5 ,' 3 o", 8 , B = 26° 17' 29' ,6, C=98°5o'59",6. 

‘ ‘ • ' * » n t* 

407. Problème. Déterminer la surface d’un triangle en 
fonction (n° 9 5) des trois côtés. 

Soit ABC (fig. 7) le triangle proposé, et a, K, c, leà trois 
côtés respectivement opposés aux angles A, B, C. Si l’on abaisse 
la perpendiculaire CP sur AB , la surface S du triangle ABC sera 

S = JAB X CP = Je X CP. 
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Il suffit donc d'évaluer CP en fonction de a, b, c. Or, en sup- 
posant le rayon des tables égal & l’unité, le principe du n° 3 g 4 
donne CP = b sin A; d’où S = Jci sin A. 

La question se réduit donc à exprimer sin A en fonction des 


côtés fl, b, c. 

. ■ ■■ 


Mais , 


cos A ; 


* ïc { P*S e 358)- 


Substituant cettevaleur décos A dans l’expression \/ i — cos*A 
de si» A, on trouve 

(i). . . «in A ats ^^\Z(2bc) > — (é* -f- <*’)*; 

'• 1 . ' C ' - ■" ■ ”• * t 

et (a) . S = i V^bcy — (6’ + c» — «*)*. 

Remabque. Des transformations analogues à celles du n° 3 gt) 
conduisent à une expression de S plus propre au calcul logaritl*-. 
inique. Enefiet,d’aprèsla relation générale, «* — C*=(«-f-C)(<«— S), 

on a . , ., , , 

{nbcf — (ù“-f-c*— «T= [ 2 &e-K <>*4 c* — n*)] [aée— (é‘-f-c* — a*)} 
=[(6+c)*— (ù— c)»} . - 
= (ù-|-c -f- a) (Ù -f- o— a) (fl -f- ù — c)(a— -ô-4-c) . 

Si l'on fait, ' a -f- b c = a/>, on trouvera 
(a bC)* — {b' + c’ — «’)* = 16 p(p--a) (/>—•£)(/> — c). 


et l’on en déduira 

■ 

S = V P (/?~-«) ip — b ) (p — c)- 
Telle est Pet pression la plus symétrique de la surface d’un 
triangle , en fonction de ses trois côtés. 

Exbmtke. Soient, fl= 5 f ù = 4 » c =f 3 - 

On trouve log S = 0,758161355 -d’où 5 = 6. 

Et en effet, la relation a“ = b' 1 -j- c*, ayant lieu, l’angle A 
est droit ; de sorte que la surface de ce triangle rectangle est 

• ^ î \ • I • \*V » .... . ... . .i|»i 

. h. r •* . , . - • .- 4 , - I 

- ‘ • ' • * 
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3 qo TRIGONOMETRIE 

Ç VI. Application do-la- Trigonométrie rectiligne à quelques 

questions pratiques. 

I , ||»| 

* 4 ° 8 . Dans les applications de la Trigonométrie , îl est né- 
cessaire de déterminer sur le terrain, la direction et la longueur 
de la droite que l’on conçoit menée par deux points A , B 
(fig. 18) , et d'évaluer T angle formé par deux rayons visuels 
dirigés d’un point vers deux autres points situés sur le terrain 
ou dans l’espace. 

Pour marquer sur le terrain des points de la droite AB , on 
place deux signaux verticaux ( ¥ ) en A et B, et fort plante des 
jalons ou piquets, eu C, C, C, etc., dans une position ver- 
ticale, de manière que l’œil d’un observateur étant placé un 
peu en arrière du signal A, tous les jalons et le signal B parais- 
sent se confondre en une seule verticale ; tous les points C, C, 
C, etc. , ainsi déterminés sont dans le plan vertical qui passe 
par lés signaux A, B. Quand le terrain est plan entre A et B , les 
points C, C, C, etc., sont sur la droite AB, et l’on dit que 
tous ces points sont dans uu même alignement AB. 

Pour mesurer la distance AB, on se sert ordinairement de la 
chaîne métrique (fig. 20) dont la longueur est de 10 mètres, 
et que l’on nomme décamètre ; elle se compose de chaînons 
rectilignes de 2 décimètres de longueur. Chaque mètre contient 
cinq chaînons et se trouve marqué par un anneau en cuivre. 
Au milieu de la chaîne on remarque une petite pièce de lier, 
qui indique une distance de 5 mètres. (*) 


(*) Lorsqu’un corps pesant P ( tig. 19 ) (un morceau de , plomb , par 
exemple), est suspendu à un fl , qu’on nomme par celle raison fl-'a- 
plomb, la direction AB que prend ce Cl , lorsque le corps est en repos ^ 
se nomme une verticale ; cette direction verticale est celle que suit un 
corps pesant qui tombe en parlant du repos. Tout plan mené par uuc 
verticale est dit vertical, les perpendiculaires il la verticale sont des hori- 
zontales , M un plan est dit horizontal , lorsqu’il est perpendiculaire, à 
une verticale. Suivant que les côtés d’un angle, sont dans un plan vertical 
ou horizontal , on dit que cet angle est vertical ou horizontal; enfin , 
un angle est dit oblique il l’horizon, quand le plan de ses côtes fait un angle 
aigu ou obtus avec le plan horizontal. 
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Deux hommes marchent avec la chaîne tendue dans la direc- 
tion de l'alignement AB(fig. 18), à partir de A jusqu’en B.. Ce- 
lui qui est en avant porte dis fiches qu’il plante eu terre les 
unes après les autres, chaque fois que la chaîne est tendue et 
que ses extrémités sont dans une même ligne horizontale, quels 
que soient d’ailleurs lesaccidens du terrain. Ensuite, le chai- 
neur, qui vient après, enlève ces fiches au fur et à mesure , et 
autant il en a dans la main , au bout de l’opération, autant il 
y a eu de fois jo mètres -de parcourus. La ligne droite ainsi 
mesurée sur le terrain prend le nom de base. 

Les instrumens qui servent à mesurer les angles, sont le 
graphomèlre , le cercle répétiteur, etc. Nous nous bornerons 
à donner une idée du graphomèlre simple ou à p inouïes } il se 
compose, d’un limbe ou ilemi-çercle en cuivre AGB (fig, 21), 
divisé en 180 degrés, et subdiviqp. eu demi-degrés; de sorte 
que o° eti8o*se trouvent aux e^yémllés Q; P, du diamètre 
POQ. Le diamètre AB fait corps avec le limite; le diamètre 
CD, que l’on nomme aliJç^-niobiip t n’y est assujetti que par 
le centre O, autour duquel il peut tourner de manière, que 
son extrémité C parcoure toutes les divisions du limite. Aux 
extrémités A et B , D et C , de l’alidade fixe çt de l’alidade mo- 
bile, s’élèvent de petites plaques P et Q, P' et Q' , perpendi- 
culaires au plan de l’instrument ; leur forme est rcctaugulaire , 
elles sont percées de croisées rectangulaires et dp fentes dont 
la direction partage les ouvertures eu deux parties égales. Au 
milieu de chaque croisée se trouve un til qui forme le prolon- 
gement de chaque fente ; ces pièces sc nomment jnnnules. Les 
fils placés. aux extrémités de chacun des diamètres AB, DC, 
sont dans un plan qui est perpendiculaire au limbe et qui passe 
par le centre O. L’alidade mobile porte un nonius ou vernier K, 
au moyen duquel on obtient, à une minute près, la grandeur 
des angles. L’instrument se lise sur un pied NRST , au moyen 
d’une douille que l’on serre avec la vis de pression V. Le plan 
du limbe peut être incliné dans toutes les positions autour de 
son centre G, en serrant ou en desserrant à volonté la vis de 
pression U. •’ . - .j , . 

* 4 - • 
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Pour mesurer, avec le grapliometre, l’angle EOF (fig. ai) 
formé par les rayons visuels menés d’un point de station O à 
deux points visibles , E, F, du terrain, un observateur place 
son œil à la fente P de l’alidade fixe et fait tourner le plan du 
limbe jusqu’à ce que le rayon visuel PQ passe par le point F. 
Il serre la vis V , pour maintenir le limbe dans cette position ; 
il place ensuite l’œil à l’ouverture D , et il fait tourner l’ali- 
dade OC jusqu’à ce qu’il aperçoive le point E à travers les pin- 
nules. L’arc compris entre le zéro «le la division du limbe et 
celui du vernier, donne la mesure cherchée de l'angle EOF. 

Lorsqu’on veut mesurer l’angle que fait avec la vertiàalc 
un rayon visuel dirigé d'un point de station O (fig. 43) vers un 
point remarquable C du terrain , on place lé graphomètre en 
O, et l’on fait mouvoir le limbe jusqu’à ce que l’alidade fixe 
soit dans la direction verticale AB indiquée par le fil-à-plomb, 
la division o° du limbe se trouvant à la partie inférieure de cette 
alidade ; on fait ensuite tourner l’alidade mobile jusqu’à ce 
qu’on aperçoive le point C à travers les pinnules. L’are com- 
pris entre le o° de la division du limbe, et le o* du vernier, 
fait connaître le nombre de degrés et minutes de l’angle ver- 
tical COD cherché. 

Pour mettre le limbe dans une position verticale , il suffit 
de le faire mouvoir jusqu’à ce que le fil-à-plomb s’applique exac- 
tement sur sa surface. Si l’on veut en outre que l’alidade fixe 
soit horizontale, on mettra l’alidade mobile sur 90°, et l’on fera 
tourner le limbe jusqu’à ce que cette alidade (placée sur 90°) 
se trouve dans la direction du fil-à-plomb; l’alidade fixe sera 
alors horizontale, car elle sera perpendiculaire à la direction 
verticale de l’alidade mobile. Le limbe sera vertical. 

Pour mettre le limbe dans une position horizontale , on em- 
ploie le niveau à bulle d’air ( fig. a3) ; on fait mouvoir le gra- 
phomètre jusqu'à ce que ce niveau étant placé sur le limbe , dans 
deux directions non parallèles, la bulle d’air se trouve au mi- 
lieu du cylindre qui forme le niveau; on est alors certain qoe 
les deux positions du niveau sont horizontales, et que le plan 
du limbe est horizontal, car il passe par ces deux horizontales. 
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, * 4 PG * " PhobiAhul Calculer la dislance d'un point A (lig. * 4 ) 
où Von est placé , à un point C, que l’on aperçoit, mais dont 
on ne peut approcher* U'f 9trp *, . 

'< On mesure d’abord , sur le terrain, une base KM, telle qu’é- 
tant placé en B, on aperçoive lea points C, A. On se met suc- 
cessivement en station, en A et en B, et l’on détermine , à l’aide 
du graphomètre , les angles CAB, CBA. Ou en déduit l’angle. 
C, car Ç.= i8o° . — ( A -f- B); et ensuite la distance AC 
demandée, se déduit de la proportion 

' , ( 0 ... «nt î sinB :t AB : AC , ( n° 3 g 6 ). 

, 'Afin «Lb !■« rwinnsi ,*J ... -1 

Exemple. Soient, AB = 249”, $6, A = 49 ° 1 5 ' , B ~ 99° 1 4 ' , 
d’oji C = 3 i° 3 |'. j,| ‘ï 

La proportion (i) donne log AC = 2,6732199; d’où 
AÇ ==. , 

, 2 e Problème. Déterminer la hauteur verticale d’un édifice 
(fig. u 5 ) , ou (T une montagne ( fig. 26 ). 

I er Cas. Lorsqu’on peut approcher du pied P de V édifice, 
on place le graphomètre en un point B, d’où l’on puisse voir 
le sommet C. Pour mesurer l’angle formé par le rayon visuel 
BC avec l’horizontale BA, on fait tourner le graphomètre de 
manière que le plan du limbe soit vertical , et que l’alidade fine 
soit dirigée suivant l’horizontale BA; on dirige l’alidade mo- 
bile vers- le sommet C , ce qui fait connaître l’angle CBA. On 
mesure la distance horizontale IP = BA. Alors , dans le trian- 
gle ABC, on connaît, le côté AB de l’angle droit BAC, et 
l’angle CBA. Il est donc facile de calculer AC au moyen de la 
proportion , . 

(2)... r : tang B ;; BA J AC, { n“ 3 ç> 5 ) ; 
et en ajoutant à AC, la hauteur B 1 = AP de l’instrument r qui 
est d'environ un mètre vingt centimètres, la somme -exprime 
la hauteur CP demandée. , 

Exemple. Soient, BA r= i 3 mètres, angle CBA =; 4 ^° 1 7 X - 
proportion (a) donne AC == 12”, 34. 

2' Cas. Lorsqu’on ne peut approcher du pied de la verticale CP 
qui passe par le point C dont il s’agit de déterminer la hauteur 
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verticale, on place le graphomètre en un point B d’où l'on 
puisse apercevoir le sommet C; on fait mouvoir le limbe jus- 
qu’à ce qu’il soit vertical et que l’alidade fixe soit horizontale; 
on fait tourner l’alidade mobile jusqu’à ce que le rayon visuel P'Q' 
passe par le sommet C; on est alors certain que le prolonge- 
ment du plan vertical du limbe passe par la verticale CP ; l’arc 
compris entre le zéro du limbe et le zéro du vernier, fait con- 
naître l’angle vertical CBA, formé par le rayon visuel BC avec 
l’horizontale BA. On détermine la distance BC, par la méthode 
indiquée dans le i tT problème. Alors, dans le triangle rectangle 
CAB , on connaît l’hj'poténuse BC et l’angle aigu CBA ; la 
proportion r ; sin CBA :: BC : CA (n° 3g4) , sert à calculer 
AC; et en ajoutant à AC, la hauteur BI dû graphomètre , 
la somme est la hauteur CP demandée. 

3' Problème. Déterminer la distance AB ( ifig. 27 ) entre 
deux points inaccessibles que l’on aperçoit de deux points C, D, 
où Von peut se transporter. On mesure la base CD, et les 
angles ACD, BCD, A CB, BDC, ADC; on en déduit les angles 
CAD, CBD (n° 216); et alors , dans les triangles ACD, BCD, 
on peut calculer les côtés CA, CB, à l’aide des proportions 

sin CAD : sin ADC CD : CA, sin CBD : sin BDC CD : ÇB. 

Connaissant, dans le triangle ABC, les deux côtés CA, CB, 
et l’angle compris ACB, il sera facile de calculer le troisième 
côté AB (n°4o3), qui sera la distance demandée. 

On peut aussi calculer la distance AB, dans le triangle 
ADB, en évaluant d’abord les côtés DA, DB, au moyen des 
triangles ACD, BCD , et en mesurant l’angle ADB. Ce qui 
fournit un moyen de vérification. 

Quand les quatre points A, B, C, D, sont dans un même 
plan, l’angle ACB=ACDi— BCD, et l’angle ADB=BDC— ADC. 

Exemple. Soient, CD = 24g in ,56 l ACD = g3°2g', 

BCD = 4g» 1 5' , ACB = 44» »4' , BDC = 99» 1 4' , 

ADC =57° 36'; d’où CAD =28» 55', CBD = 3i»3i'. 

4>es proportions indiquées donneront 
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log CA c= a,63 9 a565, logCB = a^aigg/ ' *' 

d’où CA— 435 m l7 7, CB = 4 7 ï-,22. 

Pour calculer te côté AB, du triangle ACB, on cherche 
d’abord la demi-diflérence des angles CAB, CRA, au roayeu 
de la proportion 

CB+CA : CB— CA :: tang i (CAB+CBA) ; taug f (C AB -CBA) ; 
cette proportion donne s (CAB — CBA) = 5° 29 3 7 , ' 
D’ailleurs, (CAB + CB A) = 90° — ; ACB = 67* 53 (» 

On en déduit , CAB = 73° 22' 37", CBA = 62* 23 2S . 

La proportion sin CBA I sin ACB ‘ 1 CA 1 AB 
donne log AB = 2,53535gi. D’où enfin, AB= 343 " 1 ,o 5 . 

4 ‘ Problème Trou points A, B, C ( fig. 28), étant donnés, 
déterminer an quatrième point D , d’où l'on aperçoive les 
droites AB, AC, sous des angles connus, ADB;=«, ADC = C. 
On suppose que les quatre points A, B, C, D, sont dans un 
même plan. 

Pour construire géométriquement le point D, il suffit de 
décrire sur les droites connues AB , AC , des segmens capables 
des angles donnés «, C ( n° 260 ) ; les arcs qui déterminent 
ces segmens se couperont en A et en D ; et D sera le point 
cherché. 

Pour déterminer le point D par le talcul, il suffit de cher- 
cher les atigles ABDj ACD. Soient, 

AB = <j, AC =ù,- angle BAC =/, 
angle ABD=æ, angle ACD=,f. 

Les quantités a , b , », C , S~ , sont données. 

Pour trouver lés inconnues x , y, nous chercherons leur 
demi- somme ■», et leur demi-différence d. ’ 

La somme des angles intérieurs du quadrilatère- ABDC étant 
égale S 36 o° (n* 217), on a ; (x-f-jO^iBo 0 -*- 5 (*+C+d)= r. 

La demi-différence, d, des angles x , y , est facile à obtenir ; 
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car le» triangle» ABD , AjCD, donnant (o° 3 g 6 ) 

(i). . . sin « * sinx II a ; AD, (2). . , sinC : siaf IJ b ' AD, 
si l’on égale les valeurs de AD fournies par ces propor- 

. ' . ,, . .. Asin« sinx y , 

tions, et si Ion fait - -> ■ = y , on trouvera - — d ou 
sint sm^ a 

. , S W* <*+ ■ ” (page 34o). 

. » y— a sinx — smj- tang ± (x-*-^) 

La detol-somme i (x-f-y) étant une quantité connue s, on 

pourra cé feuler la deûii- différence j (x •— j") == d , au mojen 

de la proportion , . 

y + a\ y — a:', tang i (x + jr) tang '-{x —j ) , si a < y , 

o . . . . # ; > 

ou de la proportion équivalente 

ta ng 1 1 80°— i (x-hr) J *. tang ; (x—j) , %i‘ û>>" 
On aura x=s-+-<f, y=zs — d (page 100). 

Connaissant x et,/, on mènera par les points B, C, des 
droites BE , CF, sous les angles ABE ~ x , ACF ~jr ; Fin - 
tersection de ces droites déterminera le point D demandé. 
Exemple. Soient, a=335 m ,29, b=za 5 r ] m l 53 , 

- = 23° 36', C = 3t°4', ^= 91 ° 53' 57 *. 

La relation =y, donnant y — 199,796 , on trouve 

• «' • . r S*® • . ■%. 

Ï (* +J) = io6" 43 ' i", 5 , i (X — j) = 4o° 8' 4",4a, 
x= «46»5T5‘ , !9l = 66 ° 34'' 5 /, 08 et A D =-457", 9 (t 9 - 

5 e Problème. Connaissant les angles B'DA’', CDA' (fig. 29), 
formés par deux droites DB', DC', avec la verticale DA', 
et V angle B'DC' que font ces droites ; calculer F angle dièdre, x, 
formé par les plans B'DA', C'DA'. 

Sur l’intersection DA' des plans B'DA'* C'DA', on prend 
une longueur arbitraire et connue DA = l. On tire dans ces 
plans les perpendiculaires AB , AC , k l’intersection DÀ'; elles 
forment entre elles l’angle x demandé (n° 319, a"). 1 

Dans les triangles DAB, DAC, rectangle» en A, 011 con- 
naît un augle aigu en D , et le côté adjacent DA =c «T; on peut 
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donc calculée les côtés AB, AC, et les hypoténuses DB, 
DC (page 36 o, 2* prob.). Dans le triangle BDC, on connaîtra les 
côtés DÉ, DC, et l’angle compris BDC ; il sera donc facile d’en 
déduire le troisième côté BC (n° 4 ° 3 ) • Enfin, apres avoir ainsi 
trottvé les trois côtés du triangle ABC , on calculera l’angle 
BAC (n° 4 o 6 ) , qui sera l’angle x cherché. 

i« Remarque. Le pied A de la perpendiculaire DA au plan 
horizontal ABC, est ce qu’on nomme la projection horizon- 
tale du point D sur çq plan , et les droites BA, GA, sont les 
projections horizontales dqs droites BD , CD , sur le même plan. 
L’angle BDC est dit oblique à l’horizon et l’angle BAC est 
l’angle oblique BDC réduit à l’horizon. De sorte que le pro- 
blème que nous venons de résoudre a pour but de réduire un 
angle à V horizon, , . jj 

2* Remarque. Lorsqu’on a observé un angle B DC incliné 
à Fhorizon , on déduit de ce qui précède , le moyen de ré- 
duire cet angle à l’horizon; car il est facile de mesurer, 
avec le graphoihètre , les angles verticaux B'DA', CDA', que 
les rayons visuels DB', DC', font avec la verticale DA (pageô^u), 
et l’on vient de voir comment on en déduit l’angle horizon- 
tal BAC, qui eit Vafigle BDC réduit à l’horizQn. 

Exemple. Soient , AD = J 1 — 1000, 

BDC=yd° 56 ' 4 oV ADB^ 4 i a 9 46 ", ADC= 5 o° 5 ' 4 f. 
Le triangle DAB, rectangle .en A, fournit la proportion 
r ; tang ADB :: AD *. AB (n° 3 g 5 ) , ou 
r ; tang 4 J* 9 * 4 ^* ü 1000 » , .. , , 

On trouve , log AB ?= 2,94* 6535 , d’où AB == 874,286. 

Le même triangle fournit cette autre proportion 

siu ADB : r :: AB : DB,(n° 3 g 4 ), ou 

sin 4 ,0 9 ' 46' 1 r lî 874(286 \ DB. 

On obtient log DB= 3,1232953, d’où DB= 1328,297. 

Le triangle DAC, rectangle en A, conduit a la proportion 
r ; tang ADC ;; AD : AC (n°395),'ou 

r : tang 5 o° 5 ' 47" y. 1000: AC. 

On trouve, log AC = 3,0776706, d’où AC— 1 195,833. 
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Le même triangle conduit à cette autre proportion 

sin ADC : r ;; AC ‘ L>C (a° 3 g 4 ),ou 
sin 5 o° 5 ' 47" î r ” 1 195,833 : DC. 

On en déduit , log DC =c 3 , 1928046 , d’oir DC 1 558 , 85 1. 

Dans le triangle BDC, on connaît deux cétés DB, DC, ét 
l’augle compris BDC, on peut donc calculer les angles DEC, 
DCB (n° 4 ° 3 ); à cet effet, on pose la proportion 
DC-f-DB : DC — DB cot ; BDC : tangi(DBC — DCB), ou 

2887,148; 23 o ,554 :: cot 36 ° 58 ’ 20": tangî(DBC— DCB). 

On trouve , log tangj (DBC — DCD) = 9,0256274 ; d’où 
l (DBC — DCB) = 6° 3 ' 18', 7. 

Mais, DBC+DCB= 180 0 — BDC = 106° 3 ' 20'; d’où 
i (DBC -f DCB) = 53 ° 1' 4 o\ 

Connaissant la demi-somme et la demi-différence des angles 
ÇBÇ, DCB, on en déduit (page 100) „ 

DBC = 5 g» 4' 58 ", 7, DCB =t 46 ° 58 ' 21", 3 . 

Le même triangle BDC (dans lequel on connaît les côtés 
DB, DC et les angles BDC, DBC, DCB) servira à détermi- 
ner le côté BC;' l'analogie des sinus (n° 3 g 6 ) donne 

sin DCB ; sin BDC “ DB J BC, our 

sin 46 0 58 ' 21", 7 : sin ’jZ* 56 ' 40* 1328,297 t BC. 

On trouve log BC == 3,2420828; d’où BC = 1746, i 55 . 

Enfin, dans le triangle ABC, les trois côtés étant connus, 
on calculera l’angle BAC; si l’on fait 

BC s= a , AC = b, AB ==c, et a + } + c= ip , 
la formule qui a été donnée (page 3 & 8 ) , conduit à 
log tang l BAC = i [/ (/>— b) + l(p—c) -f- Clp + C 'l(p-a)] , 
log tang; BAC = io,i 885234 , d’où ; BAC=57^3' 45 ’i 9 , 

* V - v 

et par suite BAC = 11 4 ° 7' 3 i*j 8 . De sorte que la valeur de 
l’angle BDC = 73® 56 ' 4 ®', réduit à l’horiaon, est 1 1 4 ’ ?' 3 i", 8 . 
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SECONDE PARTIE. 

.*'.?*• * » »* . * . 4 *• y 

TRIGONOMETRIE SPHERIQUE. 

§ l. Préliminaires. Propriétés, de la sphère*-, 

4»o. D’après ce qu’on a tu (n°* 354, 355, 356 et 357}, 1* 
sphère est un solide terminé par une surface convexe dont tous 
les points sont également distans d’un point intérieur nommé 
centre ,■ la distancedu centre à la surface sphérique est 1® rayon 
de la sphère; toute droite, menée par le centre et terminée * la 
surface sphérique, est un diamètre. Chaqtie section de la sphère 
par un plan, qui ne passe pas par son centre, est un petit cercle 
dont le centre est le pied de la perpendiculaire abaissée du centre 
de la sphère sur le plan du cercle, et ce cercle est d’autant plus 
grand qu’il est plus' près du centre de la sphère. Les sections 
de la sphère par des plans qui passent par son centre sont des 
gratids cercles dont les rayons sont égaut à celui de la sphère ; 
le centre de la sphère est le centre de tous les grands cercles 
qu’on peut tracer -sur cette surface. Tous les arcs de cercle que 
nous considérerons dans cette seconde partie, seront tracés sur la 
surface d’une même sphère. ' > 

*4n. TnéoRÈMK. Par deux points , donnés sur la surface 
d'une sphère , on peut toujours faire passer une circonférence 
de grand cercle ) car le plan mené par ces deux points et le 
centre de la sphère, feoupe la sphère suivant un grand cercle 
dont la circonférence passe par les deux points donnés. 

Remarque. Quand les deux points A ,B (fig. 3o) , donnés sur 
la sphère , et le centre O de la sphère, ne sont pus sur une même 
droite, on ne peut mener qu’un seul plan par ces trois points ; 
de 'sorte qu’il n’existe qu’une seule circonférence ABPFP’ de 
grand cercle qui passe par les deux points donnés. On ne peut 
donc mener que deux arcs AnB, AFFPB, de grand cercle* 
j»ar les points A , B. Ces deux arcs formant une circonférence, 
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si l’arc AnB est moindre que i8o°, l’arc AP'FPB sera plus grand 
que i8o°. _ 

Lorsque nous parlerons désormais de l’arc de grand cercle 
mené par deux points d’une sphère , il s’agira toujours da plus 
petit des deux arcs de grand cercle qui passent par ces points ; 
de sorte que ce plus petit arc sera moindre qu’une demi- cir- 
conférence. ’ \ " 

Quand les deux points donnés sont les extrémités P, P' d’un 
diamètre de ta sphère , les points donnés et le centre O de ta 
sphère étant sur une même droite, le plan mené par ces trois 
points peut prendre une infinité de positions; de sorte qu’on 
peut mener une inimité de grands cercles de la sphère par les 
deux extrémités d’fin diamètre quelconque de cette sphère. 

Tous les arcs de grands cercles menés par les extrémités P, 
P, d'un diamètre de la sphère sont des dem i-circonférenees . 

4 12 . L’angle formé par deux arcs AD, AE, (fig. 3 1 ) de 
grands cercles , tracés sur la surface d’une sphère , a pour 
mesure V angle dièdre formé par les plans de ces arcs ; c’est-à- 
dire que ces deux angles ont le meme nombre de degrés et 
de parties de degré. En effet , soit O le eentre de la . sphère ; 
l’angle curviligne de deux arcs de courbes planes qui se coupent 
un un point, n’étant autre chose qiie l’angle rectiligne que (ont 
entre elles les tangentes en ce point aux deux courbes,’ il en ré- 
sulte que l’angle BAC, des arcs AB* AC, est égal à l’angle rec- 
tiligne TA/, des tangentes AT, Ai, à ces arcs* menées parle som- 
met A- Or , cet angle rectiligne mesure l’angle dièdre formé par 
les plans des arcs AB, AC ; car les tangentes AT , A* , sont situées 
dans ces plans et sont perpendiculaires en A au rajon OA , 
intersection des deux plans. Le principe est donc démontré.' 

4*3. Quand deux arcs AB , CD (fig. 32 ) de grands cercles , 
tracés sur une sphère , sont prolongés suffisamment, ils • se 
rencontrent toujours en deux points P , P' , qui sont les extré- 
mités dé un diamètre POP' de la sphère ; les arcs P AP' , PCP' -, 
sont des demi-circonférences , et les angles curvilignes APC, 
BP'D , formés en P et P, sont égaux. En effet , les plans des 
arcs de grands cerdcs, AB, CD, passant par le Centre O de 


Digitized by Gi 


’ SPIIÉRÏQUE. 38i 

la sphère, sc coupent nécessairement suivant une droite PP' qn} 
passe par le centre O', et qui est par conséquent un diamètre 
de la Sphère; les arcsPAF, PCP', sont doftc des demi-cir- 
conférences de grands cercles. De plus, les angles APC, BFD^ 
sont égaux , car chacun d’en* est égal à l’angle dièdre formé 
par les plans,' PA BP’’ , BCDF , des demi-circonférences PBF, 

PDF (n # 4in).’ 

4 . 1 4- Lorsque deux arcs BC, DE (fig. 33), de grands cercles ; 
tracés sur la surface d'une sphère , se rencontrent en lin point 
A, la somme des angles adjacens B AD , BAE, vaut deux an- 
gles droits, et les angles B AD, CAE,' opposés au sommet, 
sont égaux ; car en menant par le point A des tangentes T/, 

'fi, aux arcs BÇ, DE, lès angles formés par ces droites sont 
respectivement égaux aux angles formés par les arcs, et l’on a 

angle T AT" -f-TAî’ = i 8 o Q , angle TAT' 1 = thé (n 0 , 2 o 8 , a»o). 

Quand, tes angles BAD , BAE , sont égaux , ils sont néces- 
sairement droits , et l’arc BA est perpendiculaire sur l’arc DAË. 

Le plan de l’arc AB, passe par le centre de la sphère , et est 
perpendiculaire au plan DAE. * 

* 5, Par conséquent, pour mener par un point quelconque 
B (fig. 34 )‘ de la surface 'd’une sphère, un arc BA perpendtcu ’•» 
laire sur une circonférence DAF de grand cercle , il suffit dé 
conduire par le rayon OB de la sphère ; un plan perpendicu- 
laire au cercle DAE ; ce plan coupe la sphère suivant un grand 
cercle BAP'FP perpendiculaire au Cercle DAE. De sorte que 
les arcs BA, BPF) sont perpendiculaires sur la circonférence 
DAEF. ” ’ V 1 ' •’ V A •; ^ H •'> 

^•Remarqué. Quand lerayon ÔB n*est pas perpenéRcelairoad 
plan DAE , où ce qui revient an tnèni'e , lorsque Pafc pefpen - 4 
diculaire AB n’est pas égal à . un quadrant, le plaît BOA , 
perpendiculaire au cerple DAË , est entièrement déterminés dé 
sorte qu’on ne saurait mener que deux perpendiculaires BAy 
BPF, du point B sur la Circonférence DAEF ; céà dèui per- 
pendiculaires sont dans un même pjan et forment une demi- 
circonférence. Tout autre arc BG de grand cercle, mené du 
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point B sur la circonférence DAEF, fait donc avec cctle cir- 
conférence des angles adjacens BGA, BGD , qui sont inégaux, 
et l’arc BG est uue oblique à celte circonférence; AG est la 
distance de l’oblique BG au pied A de la perpendiculaire BA. 

Lorsqu’on parlera de la dislance d’une oblique BG à la per- 
pendiculaire BA , il s’agira toujours du plus petit des deux arcs 
GA , GDFECA ; de sorte que cette distance ne peut dépasser 
la demi-circonférence ADF. 

a* Remarque. Quand le point par lequel on veut mener la 
perpendiculaire à la circonférence DAEF , se trouve à l’extré- 
mité P, du rayon OP perpendiculaire au cercle DAEF, les 
plans menés par le rayon OP coupent la sphère suivant des 
grands cercles PAP’Fj PCP’K, , etc., dont les plans sont per- 
pendiculaires au cercle DAEF (n° 32o) ; de sorte que tous les 
arcs de grands cercles , menés par le point P, sont perpendicu- 
laires au cercle DAEF. Les arcs PA, PC, etc., sont des qua- 
drans ; car en tirant les rayons OA , OC , eto , les angles PO A, 
POC, etc., sont droits ( n° 3io), 

4 «6. Lorsque par un point quelconque de la surface d’une 
sphère, on mène un arc de grand cercle perpendiculaire à 
un grand cercle de cette sphère, si cet arc n’est pas égal 
à un quadrant , tous les autres arcs de grands cercles menés par 
ce point et non situés dans le plan de la perpendiculaire , sont 
obliques sur le même grand cercle ( n° 4 1 5 ). Ces diJJ'érens arcs 
jouissent des propriétés suivantes : i°. deux obliques également 
éloignées du pied de la perpendiculaire sont égales ; et réci- 
proquement , deux obliques égales sont également éloignées 
du pied de la perpendiculaire ; 2 °. quand la perpendicu- 
laire eSt moindre qu’un’ quadrant , de deux obliques, la plus 
rapprochée de la perpendiculaire est la plus petite ; (H réci- 
proquement , ï oblique la j>lus petite est la plus rapprochée de 
la perpendiculaire ; 3°. quand la perpendiculaire est plus 
gtjande qu’un quadrant , de deux obliques , la plus rapprochée 
de la perpendiculaire est, la plus grande ; et réciproquement , 
l’oblique la plus grande est la plus rapprochée de la perpen- 
diculaire. 
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Soient les deux grands cercles EPFQ, CPBQ (lig. 35), per- 
pendiculaires l’un à l’autre, et les diamètres rectangulaires , 
EF, PQ; si l’on prend un point quelconque A du quadrant PE, 
les arcs AP , AQ, seront les deux perpendiculaires à la circon- 
férence CPBQ qu’on pourra mener du point A sur la circon- 
férence CPBQ; la perpendiculaire AP sera moindre qu’un 
quadrant , la perpendiculaire AQ , supplément de AP , sera 
plus grande qu’un quadrant, et tous les autres arcs AB, AC, 
AD, etc., de grands cercles, conduits par le point A, seront 
des obliques au cercle CBQ (n°4>5)- Les plans des arcs AP, 
CBQ , passant par le centre O de la spbère, et étant perpendi- 
culaires l’an à l’autre, leur intersection PQ passe parle centre 
O ; et la perpendiculaire km à l’intersection PQ , est perpen- 
diculaire au plan CBQ (n° 321). Tirez les droites OB, OC, AB, 
AC, PB, PC, BC, mB, mC. ■ 

f M 

i°. Si l’arc PB = PC , le rayon OP sera perpendiculaire sur 
le milieu n de la corde BC (n° 24®)» I e * distances mü, mC, 
seront donc égales (n° 228 ) ; les droites AB , AC, seront donc- 
égales (n° 3 12 , 2 °); et par suite, les arcs obliques AB, AC, seront 
égaux (n® 244 ). 

Réciproquement , si l’arc AB = AC , les droites AB , AC, 
seront égales; les distances mB, mC, seront donc égales (n° 3 i 2 ). 
D’ailleurs, puisqu’on suppose que l’arc AP n’est pas égal a un 
quadrant, la perpendiculaire km au plan DPQ, ne passera 
pas par le centre O de la sphère; et comme OB = OC , la droite 
PQ aura deux points m t O, également distans des extrémités 
B, C, de la corde BC; donc PQ sera perpendiculaire sur le 
milieu n de cette corde ; les cordes PB, PC , seront donc égales ; 
et par suite les arcs PB, PC, seront égaux. ' . , . 

2 °. La perpendiculaire AP étant moindre qu’un quadrant, 
si l’arc PBest moindre que PC', et si l’on prend l’are. RD 5 == PC, 
je dis qu’on aura 

arc AB < AC et arc AB AD. 

11 résulte de (<°) que l’are AD z= AC. Il suflit donc de 
prouver que l’arc AIK AC, ., w v .. • 10 é 
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L’arc PB étant moindre qne PC, l’angle POB<POC (n° 34 1 )• 
Les triangles mOB, mOC , ont le côté O m commun , le côté 
O B =OC , et l’angle mOB <[ mOC ; donc mB < mC (n° 2a5); 
donc, corde AB<AC (n° 3i2, 3°); et par suite, arc A8<AC. 

Réciproquement, si l’arc AB<^ AC, on aura arcPB<" PC. 
En effet, puisque l’arc AB AC , la corde AB <; AC ; donc 
corde mB<mÇ (n°3i2); etcommd les triangles mOB, mOC, 
otrt le côté Om commun , et le côté OH = OC, l’angle mOB 
sera moindre que mOC (n° 225) ; donc arc PB <[ PC 241 ). 

3°. La perpendiculaire AQ au cercle CBQ , étant plus grande 
qu’un quadrant, si l’arc oblique AB se rapproche du pied Q 
de la perpendiculaire AQ, l’arc PB augmentera, et d’après ( 2 0 ), 
l’arc oblique AB augmentera. 

Réciproquement, si l’arc oblique AB augmente, il s’éloi- 
gnera de la perpendiculaire AP ( 2 °) ; il se rapprochera donc 
de la jierpendiculaire AQ.; de sorte que l’arc BQ diminuera. 

Remarque. Lorsque l’arc EP, perpendiculaire au cercle DPQ, 
est égal à un quadrant, le rayon EO est perpendiculaire au 
cercle DPQ, et d’après la 2 * remarque du n° 4*5, tous les 
autres arcs EG , EH , . . . , de grands cercles, menés du point E 
sur la circonférence DPQ, sont des quadrans perpendiculaires 
à cette circonférence. 

. *4> 7- D’après ce qui précède, si la perpendiculaire AP (fig. 35) 

à la circonférence CBQ de grand cercle , est moindre qu’un qua- 
drant , cette perpendiculaire sera le plus petit de tous les arcs 
de grands cercles qu’on pourra mener du point A sur la cir- 
conférence CBQ , et le prolongement AQ de PA, sera le plus 
grand de tousces memes arcs. Parconséqueut : pour qu’on puisse 
mener (T un point A , de la surface de la sphère , à une circon- 
férence de grand cercle , un arc AB {de grand cercle} , d'une 
longueur donnée l', il faut et il suffit , que si ton conduit par 
ce point une demi-circonférence PAQ de grand cercle perpen- 
diculaire au cerçle CBQ, l’oblique AB ne soit pas moindre que 
AP ( on suppose AP <[ AQ) , et ne soit pas plus grande que AQ. 
Quand l'est compris entre AP et AQ, il existe deux arcs AB, 
AC , qui jouissent de la propriété demandée , et ces arcs sont 
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également distant de la perpendiculaire AP ou AQ. Quand S' 
est égal à l’une des perpendiculaires AP, AQ, il n’existe 
qu’un seul arc qui jouisse de la propriété demandée , et cet 
arc est perpendiculaire au cercle CBQ. 

4'8. Un triangle sphérique ABC (fig. 36) est la portion de 
la surface de la sphère comprise entre trois arcs de cercles BC, 
AC, AB, tracés sur cette surface. Nous ne considérerons que 
les triangles sphériques formés par des arcs de grands cercles 
moindres que la demi-circonférence. Les arcs de grands cercles 
BC, AC, AB, sont les côtés du triangle sphérique, les angles 
curvilignes BAC, ABC, ACB , formés par ces côtés, sont les 
nngles du triangle sphérique ABC, et les points A, B, C,sont 
les sommets de ces angles. 

Pour éviter des répétitions inutiles , nous représenterons 
toujours par A, B, C, les angles BAC, ABC, ACB , du triangle 
sphérique ABC, et par a, b,c, les côtés BC, AC, AB, res- 
pectivement opposés aux angles A, B, C. Les quantités A, 
B, C , a , h , c , sont les six élément du triangle ABC. 

De même, A', B', C', désigneront les angles d’un autre 
triangle sphérique A'B'C' ( fig. 37 ), et a, h', c, seront les 
côlés respectivement opposés aux angles A', B', C'. 

419. Dans tout triangle sphérique, chaque côté est moindre 
que la somme des deux autres ,• car en tirant des droites du 
centre O (fig. 3t) de la sphère, aux sommets A, B, C, du 
triangle sphérique ABC , ces droites sont les arêtes d’un an-* 
gle trièdre O, dans lequel chacun des angles plans AOC, 
AOB, BOC, est moindreque la somme des deux autres (n° 3a5), 
et ces angles plans sont mesurés par les côtés AC, AB, BC,du 
triangle sphérique ABC. On suppose que ces côtés sont moin- 
dres qu’une demi-circonférence (n° 4 18 ). 

Remarque. Les inégalités a<ô+c,ô<a-fc,c<;a-|-ô,dounant 
b>a — c, c^>a — b, etc. , on voit que chaque côté d’un triangle 
sphérique est plus grand que la différence des deux autres. 

* 420. Théorème. Le plus court chemin pour aller d’un point 
à un autre sur la surface d’une sphère , est l’arc de grand cercle 
qui passe par ces deux points. 

. ’ r\ : • z5 
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Il s’agit de faire voir que l’arc AM B ( fig. 38) de grand cercle, 
mené par deux points A , B-, de la surfaoe d’une sphère , est 
plus court que toute autre ligne AGHKNB, tracée jsur cette 
surface, entre ces deux points. 

Si l’on prend un point quelconque C de la ligne AGHKNB, 
et si l’on tire les arcs AaC , Ci B , de grands cercles , on 
aura AaC -+■ CAB ^ AMB (n° 4 1 9)* 

De même, en prenant un point quelconque D, sur la portion 
de courbe CKNB, et en tirant les arcs de grands cercles CcD, 
DdB, leur somme étant plus grande que l’arc CAIT(u 0 4i9)» 

on aura AaC 4" CcD DdB > AaC -4* CAB. 

Si l’on prend un point E sur la portion de courbe AGHC , et 
si l’on tire les arcs de grands cercles AmE, EnC, leur somme 
étant plus grande que l’arc AaC, on aura 

AmE -f EnC 4- CcD 4- DdB > AaC 4- CcD -f- DdB. 

En continuant ainsi, on formera des polygones sphériques cur- 
vilignes, AaCAB, AaCcDdB, AmEnCcDdB, AmEnCcDeNxB, etc., 
plus grands que l’arc AMB, qui approcheront de plus en plus de 
la courbe primitive AGHKNB , et dont les périmètres augmen- 
teront de plus en plus; de sorte qu’on parviendra à des poly- 
gones qui approcheront autant qu’on voudra de la courbe 
AGHKNB. Cette courbe est donc plus longue que l’arc AMB 
de grand cercle. Ce qui démontre le théorème énoncé. 

i" Remarque. Cette démonstration repose sur le principe 
du A 0 4*9» qui n’est vrai que pour des arcs moindres qu’une 
demi-oirconférence ; et cette condition est satisfaite , car on est 
convenu (n° 4 11 ) de ne considérer jamais que le plus petit 
des deux arcs de grands cercles qui passent par deux points 
donnés. 

2* Remarque. L’arc de grand cercle mené par deux points 
donnés de la surface d’une sphère , étant la ligne la plus courte 
qu’on puisse tracer sur la sphère, entre ces deux points, on dit 
pour cette raison, que cet arc mesure la distance entre les deux 
points donnés. Désormais , lorsque nous parlerons de la distance 
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«nlre deux points de la surface d’une sphère , il s’agira toujours 
de l’arc de grand cercle qui joint ces deux points. ' , - 

3* Remarque. Le plus court chemin d'un point A (fig. 35) 
de la sphère à une circonférence CPBQ de grand cercle , est 
l’arc AP de grand cercle mené par ce point perpendiculaire- 
ment à celte circonférence ( on suppose AP <[ go°) ; car d’après 
ce qui ?îent d’être démontré, si l’on trace sur la sphère une 
courbe quelconque qui joigne le point A avec un point arbi- 
traire D de la circonférence CPBQ, cette courbe sera plus longue 
que l’arc oblique AD de grand cercle, et cet arc oblique est 
plus grand que l’arc perpendiculaire AP (n® 4>6)- 

Des pôles. > 

4 2I > Lorsqu’on fixe l’une des pointes d’un compas sphé- 
rique (n° 368), en un point P ( fjg. 3q) d’une surface sphé- 
rique, si l’on fait mouvoir Vautre pointe A sur celle surface, 
sans changer l’ouverture des branches du compas , la pointe 
mobile décrit une circonférence ABC dont le plan est perpen- 
diculaire au diamètre POP 7 de la sphère , et le point D, où 
ce diamètre rencontre le cercle ABC , est le centre du cercle 
ABC (n® 368). i - ' ’ > . 

Les extrémités P, P', du diamètre de la sphère, perpendicu- 
laire au cercle ABC, sont ce qu’on nomme les pôles de ce cercle ; 
et dans la construction précédente , on dit que la circonférence 
ABC e^t décrite du point P comme pôle avec le rayon PA. 

Nous allons faire connaître quelques propriétés des pôles, 
qui seront utiles par la suite. , ; • 

1 ®. Quand l’arc PA , compris entre les deux pointes du 
compas sphérique, est plus petit qu’un quadrant , la courbe 
ABC, décrite de P comme pôle avec le rayon PA, est une 
circonférence de petit cercle; car le rayon AD de cette cir- 
conférence est moindre que le rayon OA de la sphère. Les 
arcs PA, PB, PC, etc., de grands cercles, sont çgaux entre eux, 
car ils appartiennent à des cercles égaux , et leurs cordes sont 
égaies. Mais ces arcs «ont moindres que les arcs égaux P' A, 
P'B , FC, etc. Les deux pôles d’un petit cercle de la sphère , 

*5, . - 
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sont donc inégalement disions des différons points de la cir- 
conférence de ce petit cercle. 

Quand l’arc PE, compris entre les deux pointes du com- 
pas, est égal à un quadrant, la courbe EFGQ, décrite de P 
comme pâle, avec le rayon PE, est une circonférence de 
grand cercle } car la perpendiculaire abaissée du point E sur 
le diamètre PP', passe par le centre O de la sphère, et cette 
perpendiculaire EO est le rayon du cercle EFQ. Tous les 
arcs de grands cercles menés de chacun des pôles P, P', sur 
le grand cercle EFQ, étant des quadrans, il s’ensuit que les 
deux pâles d'un grand cercle de la sphbre sont également 
disions ( n° [gi o, 2 e rem. ) de tous les points de la circonfé- 
rence de ce grand cercle. On dit, par cette raison, que cha- 
cun des pôles d’un grand cercle de la sphère, est à 90 degrés 
de distance de ce cercle. 

Par conséquent , pour tracer un arc de grand cercle sur une 
sphère solide dont le rayon R est connu , il suffit d’ouvrir le 
' compas sphérique de manière que la distance rectiligne entre 
ses pointes soit égale à l’hypoténuse du triangle rectangle dont 
chaque côté de l’angle droit est égal au rayon R. L’arc décrit 
d’un point quelconque P de la sphère comme pôle, avec cette 
ouverture de compas, est un arc de grand cercle. 

2 °. Les deux pôles tT un cercle , son centre et le centre de 
la sphère , sont sur une perpendiculaire, au plan de ce cercle. 

3°. Lorsqu’on mène des arcs de grands cercles de l'un des 
pôles P, d’un cercle ABC, sur la circonférence de ce cercle, tous 
ces arcs sont égaux, leurs prolongemens passent par l’autre 
pôle P', et leurs plans sont perpendiculaires au cercle ABC. En 
effet, le diamètre PDr' est perpendiculaire au plan ABC, et 
les rayons DA, DB, DC, etc., sont égaux; les cordes PA, PB, 
PC, etc., sont donc égales; et par suite , les arcs qu’elles sous- 
tendent sont égaux. De plus, les plans de ces arcs de grands 
cercles , passent par le pôle P et par le centre O de la sphère 
(n° 4 ,0 )> i' s cou P ent donc la surface sphérique suivant des 
circonférences qui ont PP' pour diamètre et dont les plans 
sont perpendiculaires au cercle ABC (n° 32o). 
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4°. Quanti deux arcs PAE, PBF, jde grands cercles, menés 
d’un point P de la surface d’une sphère , sur la circonférence 
d'un grand cercle EFG, sont des quadrans , tous les autres 
arcs de grands cercles menés de ce point à la même circon- 
férence , sont aussi des quadrans y de sorte que P est un des 
pôles du cercle EFG. En effet, si l’on tire des droites, des 
points E , F, au centre O de la sphère , les angles POE, POF, 
seront droits (n° 9 . 41 ) ; le rayon OP sera donc perpendiculaire 
au plan EOF du cercle EFG; et par conséquent, ce rayon sera 
perpendiculaire à toute droite OG menée d’un point quelconque 
G de la circonférence EFG, au centre O; l’arc PCX» de grand 
cercle, qui mesure l’angle POG, sera donc égal à un qua- 
drant. 

5°. Lorsque deux grands cercles PAP', PBP', d'une sphère, 
sont perpendiculaires à un autre grand cercle EFG , les 
plans des deux premiers grands cercles passent par les pôles 
P,'F', du troisième cercle ; car l’intersection des plans PAP', 
PBP', est un diamètre POP' de la sphère (n tf 4 1 °) » el ce dia- 
mètre est perpendiculaire au cercle EFG (n° 323). 

6°. Lorsqu'on mène par le centre O de la sphère, trois 
plans perpendiculaires entre eux , ces plans coupent la sphère 
suivant trois grands cercles (n? 4 10 ) dont les intersections deux 
à deux sont trois diamètres PP', EQ, SF, de la sphère. 
Les extrémités de chacun de ces diamètres sont les pôles du 
cercle qui contient les deux autres diamètres y car chacun de 
ces trois diamètres est perpendiculaire au plan du cercle qui 
contient les deux autres diamètres (n* 3a3), et l’on a vu 
(n° 421 ) que les extrémités d’un diamètre de la sphère per- 
pendiculaire à un grand cercle , sont les pèles de ce qercle. 
Cette propriété pouvait aussi se déduire de (5°). * . „r 

7 0 . Lorsqu’un quart FBP de circonférence de grand ctrc le 
est perpendiculaire à un grand cercle EFG, V extrémité P du 
quadrant FBP est l’un des deux pôles du cercle EFG car 
l’angle POF étant droit, le rayon OP est perpendiculaire 
sur l’intersection OF des plans rectangulaires FBP , • EFG ; 
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ce rayon est donc perpendiculaire au plan EFG (n° 3 ai ); 

le point P est donc l’un des pôles du cercle EFG. 

8 ". L’angle DAE (fig. Zi), formé par deux arcs AD, AE, 
de grands cercles tracés sur une sphère, peut être mesuré par 
r arc BC de grand cercle décrit de son sommet A comme pôle 
et compris entre les côtés de cet angle (ces côtés étant pro- 
longés , s’il est nécessaire). En effet , soit O le centre de la 
sphère; l’angle DAE est le même que l’angle dièdre formé par 
les plans OAD, OAE , des côtés AD, AE (n° 4 12 ) > cet angle 
dièdre est mesuré par l’angle BOC que font entre elles le» 
perpendiculaires OB ,OC, à l’intersection OA des plans OAD, 
OAE (n° 319), et cet angle rectiligne a pour mesure l’arc BC 
décrit de O comme centre avec le rayon OB. 

Remarque. Le vrai sens du principe énoncé ( 8 °) est que le 
nombre de degrés de l’arc BC est égal au nombre de degrés de 
Pangle DAE. . .... . 

* 422. Lorsqu’une demi— circonférence PAP' (fig. 3 g) de grand 
cercle , tourne autour de son diamètre PP', ses diffèrens points 
décrivent des circonférences de cercles dont les centres sont 
les pieds des perpendiculaires abaissées de ces points sur 
Taxe PP* de rotation, et dont les plans sont perpendiculaires 
à cet axe. Les points P , P', sont les pôles de ces circonfé- 
rences. En effet, dans ce mouvement de rotation, tous les 
points de la demi-circonférence PAP' restant à la même dis- 
tance du centre O de cette demi-circonférence , elle engendre 
la surface d’une sphère dont le centre est O; et comme chaque 
point A, de la demi-circonférence PAP', reste à la même 
distance de P, il réstdte du principe du n® 368 , que la courbe , 
engendrée par la révolution du pôînt A autour de l’axe PP', 
est précisément la même que celle qui serait décrite, sur la 
sphère, du point P comme pôle, avec le rayon PA. 

Les circonférences ainsi décrites sont dites parallèles, parce 
que leurs plans soiit parallèles, comme perpendiculaires à une 
même droite PP. •’ “ 

* 4 2 3. Problème. Une sphère solide étant donnéé, construire 
géométriquement le rayon R de cette sphère , D’un point quel- 
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conque P (fig. 3g), Je la sphère donnée , pris pour pôle, et d’une 
ouverture de compas arbitraire, on tracera un arcde cercle sur 
cet te sphère (n° 4 a >)• On prendra trois points quelconques A, B, C, 
de cet arc de cercle; et au moyen du compas sphérique, ou 
trouvera les cordes AB, BC, AC. Connaissant les trois côtés 
du triangle ABC, il sera facile de construire sur un plau un 
triangle A'B'C' (fig. 4®) égal au triangle ABC (n° 2 58, 1 •) , et de 
déterminer le centre D' du cercle qui passerait par les points 
A', B', C' (n° 9 . 49 ) ; de sorte que la droite A'D' sera égale au 
rayon AD du cercle tracé sur la sphère. Dans le triangle PDA , 
on connaîtra, l’hypoténuse PA , et le côté AD = A’D' de l’angle 
droit ; il sera donc facile de construire ce triangle ; A cet effet, 
on tirera par le point D' une perpendiculaire indéfinie ST à A'D', 
et de A' comme centre avec le rayon connu AP, on décrira un 
arc de cercle qui coupera la droite ST en un point p ; le triangle 
A'D ’p sera, égal au triangle ADP ; de sorte que l’angle T/>A' est 
égal à l’angle que le diamètre PP' de la sphère forme avec la 
corde PA. Mais, si l’on tirait la eorde AP', l’angle PAP' serait 
droit, car il s’appuie sur un diamètre de la sphère. Par consé- 
quent, si l’on mène par A' une perpendiculaire A 'p à la corde 
M', le triangle pA'p' sera égal au triangle PAP'; la moitié de 
la droite pp' sera donc le rayon cherché R de la sphère donnée. 

♦424. PnoBi.KME. Décrire sur une sphère solide donnée, un 
cercle dont le rajon r est connu. Soit ABC ( lig. 3g) le cercle 
cherché, dont le centre est D, et dont P est le pôle. Tout se ré- 
duit à déterminer la cordé PA ; car si cette corde était connue, 
la circonférence décrite sur la sphère, du point P comme pôle 
avec le rayon PA, déterminerait le cercle cherché. Pour cons- 
truire la corde PA, on cherche d’ahord le rayon R de la sphère 
(n° 4®3) ; et avec ce rayon R, on décrit sur un plan une demi- 
circonférence ph!p (fig. 4°) j sur la perpendiculaire pK au 
diamètre pp', on prend/>îl=r; la parallèle hpp', menée parN, 
rencontre la demi -circonférence pA!p' , en un point A'; la 
corde pA' , est égale à la corde cherchée PA , car il résulte de la 
construction que si l’on tirait la perpendiculaire A'D' au dia- 
mètre pp' — PP', le triangle p A'D' serait égal au triangle PAD. 
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Du triangle polaire ou supplémentaire. 

425: Un triangle sphérique ABC (fig. 40 étant donné, si de 
ses sommets A., B, C, comme pôles , on décrit des arcs B'C, 
A 'C, A'B', de grands cercles, les somniets A', R, C', du trian- 
gle A'B’C, formé par ces- arcs, seront les pôles respectifs des 
côtés opposés BC, AC, AB, du triangle ABC. De plus, tous les 
côtés et les angles étant exprimés en degrés K chaque côté de 
F un quelconque des triangles ABC, A' B'C', sera le supplément 
de V angle opposé dans Vautre triangle. 

Pour démontrer la première propriété, menez les arcs de 
grands cercles A'B, A'C. Les points B, C, étant les pôles res- 
pectifs des côtés A'C, A'B', les arcs BA', CA', sont des qua- 
draris (n° 4 21 1 ,0 ) > I e sommet A' du triangle A'B'C', est donc 
le pôle da côté opposé BC du triangle ABC (n° 421, 4 °)- 

On prouverait d’une manière semblable, que les deux au- 
tres sommets B', C', du triangle A'B'C, sont les pôles respec- 
tifs des côtés opposés AC, AB, du triangle ABC. 

Pour démontrer la seconde propriété, prolongez les côtés AB, 
AC, BC, jusqu’aux points D, E, F, G, oè ils rencontrent les 
côtés B'C, A'C, A'B'-, du triangle A'B'C. Les points A, B, C, 
A', B', C', étant les pôles respectifs des arcs B'C, A'C, A'B' , 
GBCF, ACE, ABD, les arcs AD, AE, BF,CG, A'G, A'F, B'E, 
CD, sont des quadrans (n* 4 2 «, i°.), et les angles BAC, B' A'C, 
sont mésurés par les arcs DE, GF (n° 421, 8 "). Or, 

CE = B'C — B'E, BG* = CG — BC , 

DE = C'D — CE =*CD — ( BtT — B'E ) = C'D -f B'E — B'C , 
GF = BF •+■ BG = BF + CG - BC. 

D’ailleurs, CD -f- B'E = 180°, BF ■+■ CG = 180 0 . 

Donc, A = 180 0 — B'C', A' = i8o« — BC. 

On prouverait de même que les angles ABC, ACB, A'B'C, 
A'C'B', sont les supplémens des côtés, A'C', A'B', AC, AB. 

Si l’on fait usage de la notation adoptée (n* 4 * 8 ) , on aura 
A -f- <*' = 180 0 , B + ô'=i8o*, C-f-c'=i8o°, 

'"A'+a =180°, B'+ô = 180% C + c=i8o°. 
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Le triangle A'B'C' est ce qu’pn nomme le triangle polaire ou 
supplémentaire du triangle ABC. 

Remarque. Les points A', R, CI , étant les pôles des côtés 
BC, AC, AB, il en résulte que si de ces points pris comme 
pôles, on décrivait des arcs de grands cercles, ces arcs seraient 
précisément les côtés BC, AC, AB, du triangle ABC. De sorte 
que A'B'C' étant le triangle polaire de ABC, réciproquement 
ABC est le triangle polaire de A'B'C'. 

4 a 6 - La somme des trois côtés d'un triangle sphérique est 
moindre qu’une circonférence de grand cercle ; car les côtés 
AC, AB, BC (fig. 3 i) , d'un triangle sphérique ABC, mesurent 
les angles plans AOC, AOB, BOC, formés par les rayons OA, 
OB, OC, de lai sphère, et, ces angles plans formant l’angle so- 
lide convexe O , leur* somme est moindre que quatre angles 
droits ( n° 3 a 6 ) ou que 36 o°. 

427. Chacun des angles d" un triangle sphérique ABC (fig. 4 2 ) 
est moindre que deux angles droits ; car le prolongement CA' 
du côté AC, forme avec CB deux angles adjacens, BCA, BCA', 
dont la somme ne vaudra que 180 0 (n° 4*4)* 

* 428. La somme des trois angles d’un triangle sphérique est 
comprise entre deux angles droits et six angles droits ; car en 
désignant par A, B, C, les angles d’un triangle’ sphérique ABC; 
et par a', b' , c', les côtés correspondons du triangle polaire A'B'C', 
ona{n° 4 ? 5 ) ' .)fj 

A=i8d° — a\ B=i8o° — b ', C=îei8o 0 — c; d’où 
’ A +B 4 *C = 9o°x 6— (a'-M' + c'), ' 
et a' jf- b' -J- c' étant moindre que 90° X 4 ( n * 4 2 8), on a né- 
cessairement 

A + B-t-C>9o°x*, A + B + C < 90* X 6. 

Remarque. Chacun des angles A, B, C, étant moindre que 
90° X a (n° 427) , on devait prévoir que leur somme serait plus 
petite que six angles droits. 

*429. La somme de deux angles quelconques d’un triangle 
sphérique est comprise entre 180 0 moins le troisième angle et 
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180® plus ce troisième angle ; car l'inégalité 

A + B-f-C> 180° (n° 4 * 8 ) , donne A -J- B > i8o° — C, 
et d’après les relations 

.a' = i8o° — A, b' = 1 8o° — B , c'=i8o° — C(n® 425 ), 

l’inégalité, c'< a'-\- b' (n° 4 i 9 ), conduit à A -f-B <*80° + C. 

43 0. Lorsque deux triangles sphériques ont les trois côtés 
égaux chacun à chacun, les angles compris par les côtés égaux 
sont égaux. Eu effet ; si l’on mène des droites du centre de la 
sphère aux trois sommets de chaque triangle, ces droites sont 
les arêtes de deux angles solides triples, dont les angles plans 
sont égaux chacun à chacun , comme étant mesurés par les côtés 
des triangles sphériques; on a d’ailleurs démontré (n° 337), 
que dans ce cas, les angles dièdres sont égaux chacun à chacun, 
et l’on a vu (n° 412) que ces angles dièdres sont respectivement 
égaux aux angles des triangles sphériques. 

Remarque. Lorsque les angles solides triples sont égaux 
(n° 327 , I®), les triangles sphériques peuvent être superposés. 
Mais quand ces angles solides sont symétriques (n° 327, 2°), 
les triangles sphériques correspondans ne peuvent être super- 
posés, quoique leurs six élémens soient égaux chacun à chacun ; 
on dit alors que ces triangles sont symétriques . 

43 1 . Lorsque deux côtés d’ un triangle sphérique ABC { fig. 43 ) 
sont égaux, les angles opposés sont égaux ; réciproquement, 
quand deux angles sont égaux , les côtés opposés sont égaux. 
En effet s 

i°. Si les côtés CA, CB, sont égaux , en menant un arc' CP 
de grand cercle du sommet C au milieu P de la base AB , les 
triangles CPA , CPB, auront les trois côtés égaux chacun à cha- 
cun ; et d’après le principe du n° 43 o, les angles compris entre 
les côtés égaux seront égaux; on aura donc A = B. 

Or, angle PC A ■= PCB, angle CPA = CPB. 

Par conséquent : Datis tout triangle sphérique isocèle, l'arc 
de grand cercle mené du sommet C , au milieu P de la base, 
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divise l’angle ACB du sommet en deux parties égales , et cet 

arc est perpendiculaire à cette base. 

2 0 . Réciproquement : si les angles A, B, du triangle ABC 
(fig. 4* ) sont égaux, dans le triangle polaire A'B'C', de ABC, 
les suppléraens B'C' , A'C' , des angles A , B , seront égaux 
(n° 4 2 5). Les cétés B'C', A'C, étant égaux, il résulte de (i°) 
que les angles opposés B' A'C, A'B'C', seront égaux; les sup- 
plémcns BC , AC, de ces angles seront donc égaux. 

432. Dans tout triangle sphérique ABC (fig. 44)» lorsqu'on 
considère deux côtés et les angles opposés : au plus grand angle 
est opposé le plus grand côté ; et réciproquement, au plus grand 
côté est opposé le plus grand angle. 

i°. Si l’angle CAB est plus grand que B, on pourra mener, 
dans l’angle CAB, un arc AD de grand cercle qui forme avec AB, 
l’angle DAB •= B ; et d’après le principe établi (n° 43i , 2 °), 
les côtés DB, DA, seront égaux. Or, le triangle CAD donne 

CD -f- D A > AC ( n° 4 1 9 ) ; donc CD + DB > AC, ouCB>AC. 

2 °. Soit CB > CA ; l’angle CAB sera plus grand que B; car 
si l’on avait angle CAB<B, ou angle CAB= B, il en résul- 
terait CB < CA (i°) , ou CB = CA (n° 43 1 » 2 °)> ce qui est 
contre l’hypothèse. 

J II. Recherche des formules qui servent à résoudre les triangles 
sphériques. 

433. Le but principal de la Trigonométrie sphérique est de 
résoudre ce problème général : des six élément, les trois angles 
A, B, C, et les trois cÇtés opposés a, b, e, que l’on considère 
dans un triangle sphérique , trois étant donnés , calculer les 
trois autres élément. 

434 . Les diverse* formules qui servent à résoudre les trian- 
gles sphériques , peuvent se déduire de ce principe fonda- 
mental : 

Dans tout triangle sphérique, le produit du quarté (lu rajon 
des tables , par le cosinus de l’un quelconque des trois côtés , 
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est égal au produit des sinus des deux autres câtés multiplié 
par le cosinus de l’angle compris , plus le produit du rayon 
par les Cosinus de ces deux derniers côté». 

Soit O (fig. 45) le centre de la sphère sur laquelle le triangle 
ABC est tracé ; tirez les rayons OA, OB, OC ; prenez sur OC 
une longueur OP égale au rayon r des tables ; menez la per- 
pendiculaire PD au plan AOB, et du pied D de cette perpen- 
diculaire, abaissez les perpendiculaires DE, DF, sur les rayons 
OA, OB; les droites PE , PF, étant respectivement perpen- 
diculaires à ces rayons (n° 3a4) , il résulte des principes des 
n°* 3ig et 4 ,2 t qu’on aura 

angle PED = A , angle PFD = B , 

PE •= sin 5, OE = cos b, PF = sin a, OF = cos a. 

Tirez. les parallèles EG, DH, aux droites DF, BO. Les an- 
gles DEH, EOG, seront égaux, comme complémens de l’angle 
GEO ; l’angle DEH est donc mesuré par le côté AB = c. 

Cela posé: les triangles EGO , PDE, DHE, étant rectangles 
en G, D, H, les principes du n° 3g4 (page 355) donnent 

r t cos EOG :: OE : OG, ou r : cos c cos b : OG, 

r : cos PED :: PE : DE, ou r : cos A *sin b : DE, 

r ; sin DEH ” DE ; DH, ou r : sin c ” DE î DH. 

On en déduit OG = DE = s ' ob ™± , 

r r 

sine sinésinccosA 

DH — X DE = — . 

. . r. . . r' 

Si l’on substitue ces valeurs de OG ,' DE , DH , dans la rela- 
tion, cos a = OF =2 DH -H OG , on parviendra à l’égalité 

(i). . . r’ cos a = sin b sin c cos A -f - r cos b cos c, 
qui démontre le principe énoncé. On en déduit 

(a) . . . r’ cos b = sin a sin c cos B -J- r cos a cos c, 

(3) . . . r* cos c = sin a sin b cos C -1- r cos a cos b. s 

Les équations (i) , (2) , (3) , fournissent le moyen de résoudre 
les triangles sphériques dans tons les cas qui peuvent se présen- 
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ter ; car lorsque trois des si* élémens A , B, C , b, c, seront 
donmés, ces équation* détermineront les valeurs correspon- 
dantes des trois élémens inconnus. 

435 . Pour obtenir l’un des élémens inconnus, il faut d’abord 
éliminer les deux autres, à l’aide des équations (1), (a), ( 3 ) ; 
l’équation résultante fournit la valeur de l’élément cherché, en 
fonction des données. Tout se réduit donc à déduire des équa- 
tions (1), (2) , ( 3 ), les diverses relations qui existent entre les 
six élémens A, B, C, a, b, c, pris quatre à quatre. Il est 
facile de voir que cela ne fournit que les quatre combinaisons 
distinctes que nous allons chercher. 

Nous observerons d’abord que le système des équations (1), 
(2), ( 3 ), ne changeant pas, lorsqu’on remplace un angle quel- 
conque et le côté opposé , par un autre angle et le côté opposé ; 
et réciproquement , il sera permis de faire ce changement dans 
toutes les relations qui seront déduites de ces équations. 

Par exemple, lorsqu’on remplace A, a , B et b, par B, b, 
A etUj les relations (1), (2), ( 3 ), déviennent (2), (1), ( 3 ). 

De plus,’ les équations fondamentales (1), (2), ( 3 ), étant 
homogènes, nous simplifierons les calculs en supposant le 
rayon r des tables égal à l’unité j et pour en déduire les 
formules qui conviennent au rayon r, il suffira de rétablir 
l’homogénéité en multipliant les termes par des puissances con- 
venables du rayon r (n° 387). 

Cela posé : • 

i°. Les relations entre trois côtés et un angle sont exprimées 
par les équations fondamentale (t), (a), ( 3 ) { page 396). 

2°. Pour obtenir la relation entre deux angles A, B, et les 
côtés opposés a, b , il suffirait d’éliminer sin c et eos c entre 
(1) , (2) et sin* c -|-cos*c — r 1 . Mais, la Géométrie conduit plus 
simplement à la relation demandée. En effet, d’après la cons- 
truction indiquée (page 396) , les triangles PDE, PDF (fij>. 45 ) 
ayant un angle droit en D le principe du n° 394 donne 

r : sin PED ” PE : PD, r : sin PFD PF : PD. 

Or, d’après ce qu’on a vu (page 3 g 6 ),.- 
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angle PED st A , angle PFD = B , PE = sin b, PF = sin a . 

Donc, r ; sin A “ sin b l PD, r : sin B “ sin a : PD. 

Si l’on égale les valeurs de PD, tirées de ces proportions, on 
trouvera la relation cherchée 

sin A sin b = sin B sin a ; d’où sin A I sin a ” sin B ; sin b. 

Par conséquent : Dans tout triangle sphérique, les sinus des 
angles sont proportionnels aux sinus des côtés opposés à ces 
angles. On a donc 

sin A sin B sin C 

(41 • • • " = - — r — . 

sin a sin b sin c 


3°. Pour trouver la relation entre deux côtés a, b, l’angle 
compris C et l’angle A opposé au côté a, il suffirait d’éliminer c 
entre (i) et (3). Mais on arrive plus simplement au même ré- 
sultat , en substituant dans (i) , la valeur (3) de cos c, et la va- 

sin a sin _ ,j e s i nc , tirée de ( 4 ); si l’on effectue cés deux subs- 


leur 


sin A 


titutionsdans (i) , et si après avoir remplacé cos’i par i — sin’ù, 
on divise tous les termes par sin a sin b, on obtiendra l’équation 

cos a . , , _ . n cos A 

smo = cos b cos G -f- stnC X , 

sin a sin A 


qui revient à 

(5)... cota sin b — cos b cos C -f- sinCcotA. 

Telle est la relation demandée. 

Cette relation démontre que : dans tout triangle sphérique , 
le produit de la cotangente d’un i" côté, par le sinus d’un 
a* côté, est égal au produit du cosinus de ce a* côté par le co- 
sinus de l’angle opposé au 3 e côté, plus le produit du sinus du 
même angle par la co tangente de l’angle opposé au i' r côté. 
Ce qui fournit les cinq relations analogues 

( 6 ) . . . eot a sin c = cos c cos B -F sin B cot A , 

• ( 7 ). . • cot b sin a ■== cos a cos C ■+• sin C cot B , 

( 8 ) . . . cot b sin c = cos c cos A -f- sin A cot B , 

(g) . . . cot c sin a = cos a cos B -f- sin B cot C , 

(io)... cote sin b r= cos b cos A -f- sin A cot C. 
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4 °. Pour trouver la relation entre un côté, a, et les trois 
angles A, B, C, on pourrait éliminer sinô, cos b, sin cet cosc, 
entre (1), (2), ( 3 ), et sin*é>-+- cos*£ = 1 , sin*c 4 -cos*c= 1. 
Mais , les propriétés du triangle supplémentaire (n° 4 ^ 5 ) con- 
duisent plus simplement à la relation demandée. En effet, 
si l’on applique la relation (1) (page 3 g 6 ) au triangle supplé- 
mentaire A'B'C' de ABC, on aura, d’après la notation con- 
venue (n° 4«8 ), 

(M)... cos a' = sini' sinc'cosA' -f. cosô' cosc'. Or, 

a'=i8o° — A, ô'=i8o° — B, c'=i8o°— C, A'=i8o°— a(n°fo5), 
cos(i8o° — a) = — cos et, sin(i8o° — a) = iin<* (n° 379). 

Donc l cosa '~ — cos A, cos b’ z=z — cos B , oosc'= — cosC, 

’ lsiné' = sinB, sinc'^=sinC, cosA'=— cos a. 

Substituant ces valeurs dans (M) , changeant les signes de 
tous les termçs, et rétablissant le rayon r, on parvient à la 
relation demandée 

(11) .. . r“cosA =st sin B sin C cos a — rcosBcosC. 

Cette relation démontre que dans tout triangle sphérique, 
le produit du quarré du rayon par le cosinus d'un angle est 
égal au produit des sinus des deux autres angles multiplié 
par le cosinus du côté adjacent , moins le produit du rayon 
des tables par les cosinus de ces deux derniers angles. Ce 
qui fournit les deux autres relations analogues, 

(12) ... r’cosB *= sinAsinCcos^ — rcosAcosC, 

(1 3 ) ... r*oosC = sin A sin B cosc — rcosAcosB. 

/ 

Des analogies de Néper. 

436 . Nous allons faire connaître des formules ou analogies, 
dues à Néper, qui serviront à simplifier plusieurs cas de la ré- 
solution des triangles sphériques. Pour parvenir à ces analogies, 
on met dans la relation 

(1) . . . cos a = sin b sin c cos A -f- cos b cos c (page 3 g 6 ), 


< r 
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la valeur siu a sin b cos G + cos a cos b de cos c ( page 3 g 6 ) ; 
on remplace cos*6 par i — sin’ô, et l’on parvient à l’équation 

cos A sin c = cos a sin b — gin a cos b cos C. 

On y ebange a, b , A , en b, a , B ( n° 435 ) , ce qui donne 
cos B sine =± cos b sin a — sin b cos a cos C. 

On ajoute ces deux équations membre à membre, et après avoir 
remplacé sin a cos A -f- cos a sin b par sa valeur sin ( a -f- b ), 
on obtient l’équation 

(N) . . . ( cos A cos B ) sin c = sin ( a 4- b ) X (1 — cos C ). 

Les relations ( 4 ) (page 398), donnent 

sin A : sin a “ sin B : sin b :: sin G : sin c. D’où 
(sin A ± sin B) ; ( sin a±. sin b) :: sin C : sin c. Donc 
( sin A -+- sin B) sin c =.( sin a -f- sin b ) sin C 
( sin A — gin R) sin c = ( sit» a — sin b ) sin C. 

Si l’on divise successivement chacune de ces deux dernières 
équations, par la relation (N), il viendrl 


sin A -f- sin B sin a -f- sin b 


sin G 


cos A -f- cos B 
sin A — sin B 


sin (a -f - b) 1 — cos C ’ 


sin. a — sin b 


t V 

cosA + cosB sin(a-f-é) 1 — cosC’ 


sin C 


et d’après les formules (1 4 ), (i 5 ), (8), du n° 387, ccs deux 
dernières équations reviennent à 


04 )- 

(i5)... 


tangt(A + B) 


cos ; (a — b ) 
cos ï (a -J- b) 


X col i C , 


* 1 , t sin i (a— ~b) . „ 

u»s 5 (A - B) = S - 7 L_ F ^ x M c. 


Pour appliquer ces deux derriières formules au triangle sup- 
plémentaire A'B'C' de ABC, il suffit d’y remplacer a, b, A, B, C , 
par a', b', A', B', G' ; si l’on met ensuite pour a', b', A', B', C , 
leurs valeurs 180 0 — A, 180° — B, 180 0 — a, 180 ° — b, i 8 o°~c, 
et si l’on observe que (n 05 376, 379 et 38 i) , . 
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TOt ( 9°° — •) = tang «, sin (i8o° — «) r= sin -, 
cos(i8o° — «) =r — cos », tang (i8o° — «) = — tang «, 
sin(— «)=— sin«, cos«=cos(— «), tang (—*) = — tang «, 

on parviendra aux formules 


(16) . . . tangi(a + ô) = 

(17) ... tang i (a — A) = 


cos ^ (A — B ) 
cos { ( A + B ) 
sin ; ( A — B ) 
sini(A-j-B) 


X tang i c , 


X tang ; c. 


Les formules (14), (i 5 ), (16), (17), sont connues sous le nom 

d’ analogies de Née eh. 


Ces formules sont très commodes, pour l’emploi des loga- 
rithmes ; elles fournissent des proportions qui peuvent s’énoncer 
de la manière suivante : Dans tout triangle sphérique, 

1°. Le cosinus de la demi- somme de deux côtés est au co- 
sinus de leur demi-différence, comme la cotangente de la moitié 
de r angle compris par ces côtés est à la tangente de la demi- 
somme des angles opposés aux deux mêmes côtés. . 

2 0 . Le sinus de la demi-somme de deux côtés est au sinus 
de leur demi- différence, comme la cotangente de la moitié de 
l’angle compris par ces côtés est à la tangente de la demi- 
différence des angles opposés aux deux memes côtés. 

3 °. Le cosinus de la demi-somme de deux angles est au co- 
sinus de leur demi-différence, comme la tangente de la moitié 
du côté adjacent à ces angles est à la tangente de lù demi- 
somme des deux côtés opposés aux mêmes angles. 

4 “. Le sinus de la demi- somme de deux angles est au sinus 
de leur demi- différence, comme la tangente de la moitié du 
côté adjacent à ces angles est à la tangente de la demi-diffé- 
rence des deux côtés opposés aux mêmes angles. 

Lorsqu’on fera usage de ces proportions , on devra toujours 
les disposer de manière qne le terme inconnu soit le dernier. 

437. Pour trouver les formules relatives aux triangles sphé- 
riques rectangles, il suffit de supposer A = go® dans celles 
des relations des n ® 1 434 et 435 qui contiennent l’angle A. 
Celte hypothèse donne , sin A = r , cos A = o , cot A = o , 
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et en ayant égard aux formules 


r sin a 

COS a 


= tang«, 


r* 

tanga 


= cota ( page 346 ) , 


les relations (1), ( 4 ), ( 5 ), (6), (8), (10), (11), (12), (i 3 ), 
(pages 396, 3 g 8 , 399), conduisent aux formules demandées, 

(18) ... r cos a = cos b cos c , 

(19) ... rsiné = sin a sin B, rsinc = sin a sin C, 

(20) ... r tang b = tanga cos C, r tang c= tanga cos B, 

(21) ... r tang b = sine tang B, rtangc=sinétangC, 

(22) ... rcosa = cotBcotC, 

( 23 ) ... rcosB = sin C cos b, rcosC = sin B cos c. 

Les six formules distinctes fournies par ces dix relations, 

sont très propres à l’emploi des logarithmes; elles donnent 
le moyeu de résoudre les triaugles sphériques rectangles dans 
tous les cas qui peuvent se présenter; car comme elles ren- 
ferment les dix combinaisons trois à trois qu’011 peut former 
avec les cinq élémens a , b , c, B, C, d’un triangle sphérique 
rectangle, il s’ensuit que lorsqu’on connaîtra deux de ces 
cinq élémens , chacun des élémens inconnus sera donné par 
une équation à une seule inconnue. 

438 . Les formules du n° 437 conduisent à des proportions 
qui démontrent les propriétés suivantes , 

Dans tout triangle sphérique rectangle : 
i°. Le rayon des tables est au cosinus tf un côté de l’angle 
droit , comme le cosinus de l'autre côté de l’angle droit est 
au cosinus de l’hypoténuse. 

2 0 . Le rayon des tables est au sinus de l’un des angles 
obliques , comme le sinus de l’hypoténuse est au sinus du côté 
opposé à cet angle oblique. 

3 °. Le rayon des tables est à la tangente de l’hypoténuse , 
comme le cosinus de l’un des angles obliques est à la tan- 
gente du côté adjacent à cet angle oblique. 

4 °. Le rayon des tables est à la tangente de l'un des angles 
obliques , comme le sinus du côté de l’angle droit adjacent 
à cet angle oblique est à la tangente du côté opposé au même 
angle oblique. 
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. 5 °. Le rayon des tables est à la cotangente de l’un des 
angles obliques, comme la cotangente de Vautre angle oblique 
est au cosinus de l’hypoténuse. 

6 °. Le rayon des tables est au cosinus de l’un des côtés 
de V angle droit, comme le sinus de l'angle oblique adja- 
cent à ce côté, est au cosinus de l’autre angle oblique. 

Lorsqu’on fera usage de ces proportions , on devra toujours 
les disposer de manière que le terme inconnu soit le dernier. 

43 g. La relation (18). . . rcosfl = cosôcosc démontre 
que cosa doit avoir le même signe que le produit cos b Xcosc; 
il faut donc que les cosinus des côtés , a, b ,c, soient tous 
les trois positifs , ou que l’un soit positif et les deux autres 
négatifs. Or, chaque côté d’un triangle sphérique est moindre 
que i8o° (n® 4*8); et selon que le cosinus d’un angle moindre 
que i8o° est positif ou négatif, cet angle est plus petit ou 
plus grand que go 0 (n° 384 , 2°). Par conséquent, dans tout 
triangle sphérique rectangle, chacun des trois côtés est moindre 
que 90°, ou l’un des côtés est moindre que go° et chacun des 
deux autres est plus grand que go®. 

Il résulte de la même relation (18), que si l’un des côtés, 
a, b, c, est de go®, tun des deux autres côtés est aussi 
de go®, le troisième côté pouvant être moindre que go®, ou 
égal à go®, ou plus grand que go® . 

44 0. Les relations (21) démontrent que chacun des côtés 
de l'angle droit est de meme EsrfccB que l’angle opposé y 
c’est-à-dire qu’un côté de l’angle droit et l’angle opposé sont 
tous les deux, moindres que 90°, ou plus grands que go®, 
on égaux à 90®; car sine et sint étant toujours positifs , 
(puisque c et b sont supposés moindres que 180®), les rela- 
tions indiquées prouvent , que tang b et tang B sont de même 
signe, ainsi que tange et tangC ; et si B ou C vaut 90®, on 
trouve tang = 00 , ou tang c = 00 , ce qui donne b — 90®, 
ou c.-=go®. 

’ § III. Résolution des triangles sphériques. 

44 1. Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que 
les données satisfont aux conditions qui doivent avoir lieu 
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pour qne ces données poissent appartenir à tin triangle sphé- 
rique (n°* 4 « 8 ; 4191 4 2 ®> 4 2 7 > 4 2 ®, 4 2 9 > 4 %> 44 °)- Si c es 

conditions n’étaient pas satisfaites, le triangle ne pourrait pas 
exister; il serait donc inutile de chercher sesélémens inconnus. 

Lorsque chacun des élémens inconnus n’aura qu’une râleur 
les données pourront cependant appartenir à deux triangles dont' 
l’un sera le symétrique de l’autre (n° 43 o) ; mais comme ces deux 
triangles ont leurs élémens égaux chacun à chacun , nous les 
considérerons comme ne formant qu’une seule solution. 

Quand le logarithme du sinus ou du cosinus de l’un des 
élémens inconnus sera plus grand que le logarithme, 10, du 
rayon r des tables , les données ne pourront appartenir à au- 
cun triangle sphérique. 

Des triangles sphériques rectangles. 


44 2. Le triangle sphérique proposé ayant un angle droit A, 
les deux autres élémens donnés sont nécessairement : ou deux 
des trois côtés a, h , c, ou l’un des angles obliques B, C, 
et un côté, ou enfin les deux angles obliques B, C. Ce qui 
fournit six problèmes. Nous supposerons ici qu’aucun des 
deux élémens donnés n’est égal à 90°. Nous verrons (n° 45 1) 
comment on opère, lorsque deux élémens d’un triangle sphé- 
rique, sont égaux à 90°. 

443. 1" Problème. Connaissant l’hypoténuse , a, et un 

côté, b, de l'angle droit, calculer V autre côté, c, et les angles 
obliques. B, C. ' . 

Les relations (18), (19) et (20) (page 402) déterminent com- 
plètement les inconnues c. B, C; car comme elles donnent 


(P)...cosc 


r cos a 
cos b ’ 


sinB 


r sinô 
sin a ’ 


cosC = 


rtangô 

tanga 


» 


chacune des inconnues c, C, n’a qu’une seule valeur com- 
prise entre xéro et 180° (n° 384 > a °) > et des deux valeurs B' , 
,8o°— B', de B, on ne doit prendre que celle qui est de 
l’espèce du côté opposé b (n° 44 °) • Le problème ne peut donc 
admettre qu'une seule solution. 

r" Remarque. D’aprè3 les propriétés du n° 4*7 a P our £ we 
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les données, a, b, appartiennent à un triangle sphérique 
ABC (fig. 46) rectangle en A, il faut et il suffit que l’oblique, a, 
soit comprise entre b et 180° — b. Quand cette condition a 
lieu, les formules (D) déterminent une seule valeur réelle 
de cbacune des inconnues c t B, C. 

Par exemple, soient £<9 o°, a< 90°, a ]> ù ; 
on a, a<i8o° — b, cosa<[cosù, sina^>sin&, tanga>tangù. 

Les expressions (D) de cosc, sinB, cosC, seront dons 
moindres que le rayon r = io'°; et par suite, les logarithmes 
de ces expressions seront moindres que 10. 

a* Remarque. Lorsque les données , a, b, seront moindres 
que 90®, leurs lignes trigonométriques seront positives , et 
l’emploi des logarithmes n’offrira aucune difficulté. 

Mais, quand l’une des données, a, b, surpassera 90°, son 
cosinus et sa tangente prenant des valeurs négatives , l’emploi 
des logarithmes exigera qu’on prépare les formules de ma- 
nière qu’elles ne renferment que des angles moindres que 90" 
(n® 392). On y parviendra en introduisant dans ces formules 
les supplémens des angles plus grands que 90*. 

Par exemple , soient , a > 90®, b < 90®. 

Les expressions de cosc et cosC deviennent négatives , car 
cos a et tanga sont négatifs; on a donc c> go®, C > 90®. 
Désignant les supplémens de a, c, C, par a', c', Cf, on aura 
a' < 90°, c < 90®, C' < 90®, sin a ~ sin a', 
cos n = — ■ cos a', cos c — — cosc', cosC= — cosC' (n® 379). 


Les formules (D) (page 4 ° 4 ) * deviendront 


, , r co s a 

(iy) - C0SC== -^’ 


sinB= 


rsin b 


sina 


cos 


r tang b 
~ tang a' » 


et ces dernières ne contenant que des angles moindres que 90®, 
il sera facile d’en déduire les valeurs de c', B, C'; les sup- 
plémens de c' et Cf exprimeront les inconnues c, C. 

Exemple. Soient, a=i i 8 ® 52 ', 6 = 4 °® 27'; on a a'=6t® 8', 
et les formules (D') donnent 

c’ = 5 o® 37' 24", C' = 6!® 5 7 ' 57*, B = 4 7 « 48 ' 9',8 ; d’où 
c = 129® 22' 36 ", C = 118® 2' 3 '. 
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Des transformations analogues aux précédentes , suffiront 
toujours pour préparer les formules qui déterminent les élé- 
mens inconnus, de manière qu’il n’entre plus que des lignes 
trigonométriques positives. 

444 - 2 * Problème. Connaissant les deux côtés, b, c, de l'angle 

droit, calculer l’hypoténuse, a, et les angles obliques, B, C. 

Les relations (18) et (21) (page 4 02 ) déterminent complè- 
tement les inconnues a, B , C, car elles donnent 

cos b cos c _ r tans b r tang c 

a ■= , tang B = — e~ ta 11c C = — —7—. 

- 0 •*** ~ ° sin b 


cos 


sin c 


L’expression de cos a est toujours moindre que le rayon r, 
car les cosinus des côtés donnés b, c , étant moindres que r, 

ona, cosô cosc< r 1 , d’où - ° S ^ C ° — - <^r-, l’élément a aura 

donc toujours une seule valeur réelle comprise entre zéro 
et 180". Il en sera de même des élémens B, C ( n° 384 , 2 °)- 
Le problème admettra donc toujours une seule solution. 

445 . 3 e Problème. Connaissant l’angle oblique B et l’hy- 
poténuse a, calculer les deux côtés b, c, et l’angle oblique C. 

Les relations (19), (20) et (22) (page 4 oa ) » déterminent 
b , c et C, car elles donnent 


sin b = 


sin a sin B . tanga cos B _ rcosa 

, tang c = — 2 cotC = — — . 

r 0 r cot B 


L’expression de sin b est toujours moindre que le rayon r, 
car sin a et sin B sont moindres que r. Il existera donc deux 
valeurs réelles de b, comprises entre zéro et 1 8o° j l’une ô'<go°, 
qui sera donnée par les tables, l’autre 180° — ù'^>go°; et 
comme b doit être de l’espèce de B (n° 44 °) , suivant que B 
sera aigu ou obtus, on prendra b — b' , ou b= 180 0 — b’. 

Les expressions de tange et cotC détermineront une seule 
valeur réelle de chacunedes inconnues c, C (n° 384 > 2 °)' 

Le problème admettra donc toujours une seule solution. 
446- 4' Problème. Connaissant l’ angle oblique B , et le côté 
opposé b , qui est toujours de l’espèce de l’angle B ( n° 44 °) » 
calculer a, c et C. 


1 
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Les relations (19), (21) et (23) (page 4°2) donnent 


407 


(M). 


sin a = 


rsin b 


sin c 


rtangA 
tangB * 


sinC 


rcosB 
00s b 

sin G = r. 


B 


sin B 

Lorsque B =6, on a sina = r, sinc = r, 

De sorte que chacun des élémens a, c, G, est égal à 90°. 

Lorsque B n’est pas égal ii b, les formules (M) donnent géné- 
ralement deux valeurs de chacune des inconnues a, c, C, qui 
sont supplément l’une de l’autre; cela fournit huit systèmes j 
mais il n’y a que deux de ces sjstèmes qui conviennent à un 
triangle sphérique. Le tableau suivant fera connaître si le pro- 
blème admet deux solutions, ou s’il est impossible. 

résolution a <90“, 90°, C<go°. 

2* solution «>90°, c>go 8 , C>go°. 
aucune solution. 

1" solution a <[90°, c^go*, C^go 0 . 
2* solution a^go*, cs^go 0 , C<go°. 
aucune solution. 

Quand ce tableau indique l’impossibilité de la question, il est 
inutile de chercher les valeurs des élémens inconnus. Les for- 
mules (M) indiqueraient cette impossibilité , en conduisant 
à des valeurs delogsina, log sin c, log sin C , plus grandes 
que le logarithme 10 du rayon r. 

*447- Pour vérifier r exactitude des résultats indiqués dans le 
tableau ci- dessus, nous chercherons quelles doivent être les 
grandeurs relatives des élémens donnés B, b , pour que ces élé- 
mens appartiennent à un triangle sphérique. A cet effet, nous 
concevrons deux demi-circonféreuces BDB', BEB' (fig. 46 et 47) 
qui forment entre elles l’angle donné B; nous supposerons que 
le côté BC= a augmente d’une manière continue depuis icro 
jusqu’à BCB'= i8o°, et nous chercherons les limites corres- 
pondantes de l’arc CA = b, perpendiculaire au cété BDB' de 
l’angle invariable donné EBD = B. 


B < 9 o*, b< B. j 
B <90°, A>B. 

90% A >B. | 
B > 9°"» b <B. 


La relation, sino = 


rsinb 


sin U 


donne (P)... sin A: 


sin a sin B 


et celte dernière va hous servir à déterminer les limites de A. 
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i°. Soit B < go° (fig. 46). On aura b < ^ go° ( n° 44° )• 

Si dans le triangle BAC , rectangle en A , le côté BC = a 
augmente d’abord d’une manière continue depuis zéro, jusqu’à 
BE = go°, et ensuite depuis BE jusqu’à BEB' = 180 % le sinus 
de a augmentera d’abord d’une manière continue depuis zéro 
jusqu’à r, et diminuera ensuite depuis r jusqu’à zéro; donc l’ex- 
pression (P) de sin b , augmentera d’abord d’une manière con- 
tinue depuis zéro jusqu’à sin B, et diminuera ensuite de la même 
manière depuis sinB jusqu’à zéro. Or, B et b sont moindres 
que go”; Tare CA = b , perpendiculaire à BDB', augmentera 
donc d’abord d’une manière continue depuis zéro jusqu’à ED=B, 
et diminuera ensuite de la même manière depuis ED =B jus- 
qu’à zéro (*). Par conséquent , pour que les élémens donnés B , 
b , appartiennent à un triangle sphérique, il faut et il suffit que 
b ne soit pas plus grand que son maximum B. 

Lorsque b = B , le triangle EDB résout le problème. Les cô- 
tés a=BE, c = BD, sont des quadrans; B est le pôle de l’arc 
ED ( n° 4^ 1 , 4°) 1 8 e sorte que l’angle EBD = B a pour mesure 
l’arc ED = A (n° foi, 8 °). Les angles E, D, sont droits (n° 4 21 )- 

Quand b < B, on peut inscrire entre les demi-circonférences 
BDB', BEB', deux arcs CA, C'A', égaux au côté donné b et per- 
pendiculaires à la demi-circonférence BAB' ; cela détermine 
les deux triangles BCA, BC'A’, qui satisfont à la question. 

On a sin b < sin B, tang b tangR, cos b cosB. 

Les formules (M) ( page 4°7 ) donnent donc 

sin a < r, sin c < r, sin C < r. 

Chacun des élémens inconnus a,c, C , a donc deux valeurs 
qui sont supplémens l’une de l’autre. Mais, b étant moindre que 
go°, les deux autres côtés a, c , doivent être de même espèce 
(n° 4 ^ 9 ) ’> et comme C est de l’espèce de c (n° 44° )> on ne 
saurait admettre que les deux systèmes 

(*) Il ne faut pas perdre de vue que B cl à sont évalués en degrés n ° ■’I'I l; - 
Ainsi , lorsqu’on dit que l’arc CA = b croît depuis zéro jusqu’à B , il faut 
entendre que le nombre de degrés de l’arc CA augmente depuis zéro, jus- 
qu’au nombre de degrés de l’arc DE qui mesure l’angle B (n®4ït> 8°). 
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a< 9 °°> c < 9 °°* g < 9 °° Jl a > 9 °°> c > 9 °“» c > 9 °°- 

Le 1" système correspond au triangle BCA, dans lequel 

BC = a <C 90°, B A = c < go®, angle BCA = C < go°. 

Le 2' système correspond au triangle BC'A', dans lequel 
BC' = a > go°, BAA' = c> go°, angle BC'A' = C > 90°. 

Lorsque b > B, les formules (M) (page 4 ° 7 ) donnant des 
râleurs de sin a, sin c, sinC, plus grandes que le rayon r , 
les données n’appartiennent à aucun triangle sphérique. 

2 0 . Soit , B ]> go° (fig. 47). On aura b ]> go°. 

On verra comme (i°) que le côté BC = a, augmentant d’abord 
depuis zéro jusqu’à BE = 90®, et ensuite depuis BE jusqu’à 
BEB'= 180®, l’expression (P) de sin b augmente d’abord depuis 
zéro jusqu’à sin B, et diminue ensuite depuis sin B jusqu’à zéro. 
Or, b et B étant supposés plus grands que 90®, à mesure que sin b 
augmente, b diminue, et réciproquement. 11 en résulte que lecôté 
BC=a, augmentant depuis zéro jusqu’à BE=go°, et ensuite depuis 
go° jusqu’à 180“, l’arc CA = b , perpendiculaire à BDB', di- 
minue d’abord depuis 180° jusqu’à ED —B, et augmente en- 
suite depuis B jusqu’à 180 0 . Par conséquent, pour que lesélé- 
mens donnés b , B, appartiennent à un triangle sphérique , il 
faut et il suffit que b ne soit pas moindre que son minimum B. 

Lorsque b = B, le triangle BED résout le problème. Les cô- 
tés a = BE, c = BD, sont des quadrans, le point B est le pôle de 
l’arc ED qui mesure l’angle EBD = B, et les angles E, D, sont 
droits (n° 421 ). 

Quand b > B, on peut inscrire entre les demi-circonférences 
BDB', BEB', deux arcs CA, C'A', égaux à b et perpendicu- 
laires à BEB'; cela détermine deux triangles BCA, BC'A', qui 
satisfont à la question. 

Les inégalités B> 90°, b > 90®, B, donnant sin ô<sinB, 
tangi < tang B, cos b > cos B, les formules (M) ( page 4 ° 7 ) 
déterminent des valeurs de sin a, sine, sinC, moindres que 
le rayon r; de sorte que chacun des élémens inconnus a, c, 
C, a deuz valeurs qui sont supplément l’une de l’autre. Mais, 
b étant plus grand que go®, les deux autres côtés a, c, doivent 
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être de différente espèce (n® 43 g) ; et comme C est de l’espèce 

de c ( n° 44°) i °n ne saurait admettre que les deux systèmes 

«< 9 °°» c > 9 0 ®» c > 9 °° Il «>9°*» c < 9 °** C<go°. 
Le i" système correspond au triangle BCA , dans lequel 


BC == a < go* , BA = c > go° . angle B CA = C > go* . 

Le 2® système correspond au triangle BCA', dans lequel ' 
BC' = a > go®, BA' = c<go», angle BC'A'rrC < go®. 
Enfin, lorsque ô<B , les formules (M) (page 407) indiquent 
l’impossibilité du problème en conduisant à des valeurs de 
sin a, sin c, sin C, plus grandes que le rayon r. 

448 . 5 * Problème. Connaissant l’angle oblique B elle côté 
adjacente , calculera, b etc. 

Les relations (ao) , (ai) et (a 3 ) (page 4 ®a) , donnant 

rtange , sinctangB _ sin Beos c 

tanga = tang& = , cos C = , 

co s B ° r r 


et l’expression de cos C étant nécessairement moindre que r, 
puisque sin B et cosc sont plus petits quer, on obtiendra tou- 
jours une seule valeur réelle de chacune des inconnues a, b, C ; 
de sorte que le problème admet toujours une seule solation. 

44g. 6* Problème. Connaissant les angles obliques B, C, cal- 
culer les côtés a, b, c. Les relations (22) et ( 23 )(page 402) donnant 


cos a = 


cot B cot C 


co s b = 


r cos B 
sinC ’ 


cos c = 


rcosC 
sin B ’ 


chacune des inconnues a, b, c, aura une seule valeur. 

Remarque. L’angle A étant droit, on déduit des propriétés 
des n°* 4 2 7> 4 2 8 et 4 2 9> que les conditions nécessaires pour 
que les données appartiennent à un triangle sphérique , sont 
B < i8o°, C < i8o°, B + C > 90°, 

B -f- C < 90° x 5 , B > 90® — C, 8 < 90® + C. 

45 o. 11 résulte des propriétés du n® 4 2 5 , que si l’un des trois 
côtés cTun triangle sphérique ABC (fig. 36 ) est égal à 90°, 
l’angle correspondant du triangle supplémentaire A'B'C' (fig. 37) 
est droit, et les supplémeus des deux autres éléinens donnés du 
triangle ABC, sont deux autres élémeus du triauglc rectangle 
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A'B C'. Les méthodes que nous venons d’exposer (n°* 44 3 - 44 ^ » 
serviront à déterminer les trois élémens inconnus du triangle 
rectangle A'B'C', et les supplémens de ces élémens seront les 
trois élémens cherchés du triangle ABC (n° 4 )• 

Par exemple, si les trois données sont B, Cet <1=90° , les 
élémens correspondans du triangle supplémentaire ABC, se- 
ront déterminés par les relations 
b' = 180 0 — B, c'= 180 0 — C, A' = 180®— a = go*. 

Connaissant les deux côtés b', c', de l’angle droit A', on en 
déduira l’hypoténuse a! et les deux autres angles B', C' (n* 444 )* 
Les trois élémens cherchés A, b, c , du triangle proposé, seront 
donnés par les relations 

A = 180® — a , b = 180® — B', c = 180° — C’. 

45 1 . Lorsque deux des six élémens d’un triangle sphérique 
sont égaux à go° y deux des quatre autres élémens sont aussi 
égaux à go° ; les deux élémens qui restent sont nécessaire- 
ment un angle et le côté opposé , et cet angle est mesuré parce 
côté opposé. En effet : 

i°. Soient, A=go° et B = go°; il suit des propriétés du 
n° 44 ° » que le côté a de l’angle droit B est de l’espèce de l’angle 
opposé A , et que le côté b de l’angle droit A est de l’espèce de 
l’angle opposé B$ donc a= 90° et b = 90®. 

Le sinus de b étant égal au rayon r, la relation 

(ai)... rtangc = sin b tang C (page 4 ° 2 ) » 
donne tang c = tang C ; d’où c = C. 

Les principes du n° 4 21 ( 5 °) e( (8°), conduisent aux mêmes 
résultats ; car le sommet C étant le pôle du côté c , on a 
a = go°, b = 90°, c = C. 

On dit qu’un triangle est bi-rectangle , lorsque deux de ses 
angles sont droits. 

a®. Soient, <2=90° et 6 = 90° ; on aura coso= o, cos é = o j 
et comme sin c n’est jamais nul , les relations (1) , (2) (page 396), 
donnent cos A = o, cos B = o -, d’où A = 90®, B = 90°; 
et l’on déduit de (i°) que c = C. 
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Ces propriétés peuvent aussi se déduire des principes du 
n° 4 2, 'i car les côtés a, b, étant des quadrans, le point C est 
\e pôle du côté c (n° ^21 , 4°) ; par conséquent, 1rs côtés n, ô, 
sont perpendiculaires au côté c (n° 4 2 ï> 3 ° ) , et c mesure 
l’angle C (n° 4 2 *, 8°). 

3 °. Soient, A = 90°, 0=90°. On a cos a = o , et la rela- 
tion rcosfl = cos b cos c (n° 437) prouve que b ou c vautgo”. 

Si 0 = 90°, comme d’ailleurs 0 = 90°, il suit de (2 0 ) 
que B = 90° ; et d’après (i°), C = c. 

Si c = go°, comme a=go°, il résulte de (a°) qu’on aura 
C=9o°, et comme A=go°, on déduit de (i°) que B= b. 

4 °. Enfin, soient A = 90°, ô=go°; d’où cosb — o. La 
relation r cos a — cos b cos c donne cos a = o , d’où a = go°; 
d’ailleurs ô = go°; donc d’après (a 0 ) , B = go°j et comme 
A = go°, il suit de (i°) que C = c. 

452 . Lorsque les trois angles d’un triangle sphérique sont 
droits, on dit que ce triangle est tri-rectangle ; et il résulte du 
principe du n° 45 i (i°) , que les trois côtés sont des quadrans. 

Réciproquement, lorsque les trois côtés sont des quadrans, 
le triangle est tri-rectangle (n° 45 i , 2°). 

Résolution des triangles sphériques obliquangles . 

453 . Nous venons de faire voir comment on peut résoudre 
un triangle sphérique, quand l’un des élémeos donnés est égal 
à go°. Nous supposerons donc désormais, qu’aucune des données 
n’est égale à go°. 

Les trois élémens donnés sont nécessairement , les trois côtés, 
ou les trois angles, ou deux côtés et un angle, ou deux angles 
et un côté ; ce qui fournit les six problèmes suivans : 

454. 1" Problème. Connaissant les trois côtés a, b, c, cal- 
culer les trois angles A , B , C. • 

Pour déterminer l’angle A, on tire cos A de la relation (1) 
(page 3 g 6 ) , ce qui donne 


Des transformations analogues à celles du n° 399, condui- 


(/)... cos A = 


cos a — cos b cos c 


. (On suppose r=i). 


sin b sin c 
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sent à «ne formule plus propre au calcul logarithmique, en 
cherchant tang J A; à cet effet, on change « en A dans la 
relation (7) (page 348 ) , ce qui donne 

tang ï A = i '' iP c o8 ~ Â * 

On remplace cos A par sa râleur (f) , et en observant que 
cos b cos c ±: sin b sin c = cos ( b q: c ) , 

. , , cos (b — c) — cos a 

on trouve tane \ A — — - — -, 

0 cos a — cos (6 c) 

La formule (12) (page 348 ), donne 

cos (ô — c) — cos a = 2 sin J (a -f- b — c) sin 5 (a — b -{-c), 

cos a — cos (b + c) — 2 sin \ (6 -f-c -f-a) sin ; (b -4* c — a), 

et en faisant a -+• b -f- c — 2p , on trouve 

, . . . . . /sin(p — ô)sin(» — c) . 

V sin p sin (p — a) ' 

Si l’on prend les logarithmes des deux membres, et si l’on 
observe que log r — log ï = C* log «f 1 (n° 390) , on trouvera 
l tang ïA=ï( 7 sin ( p — b)+lùn(p — c)-f-C'/sin/j-|-C 7 sin(p— a)]. 
Les angles jB , JC, sont donnés par des formules analogues. 
Remarque. Les valeurs de, sin p, sin {p — a) „ sin (p — b), 
sin {p — c), sont toujours positives. En effet, d’après les pro- 
priétés des n os 4^6 et 4 19 , les côtés a , b, c, d’un triangle 
sphérique devant satisfaire aux conditions 

a-\-b + cs^SÔo 0 , a<£-f-c, 6<a-J-c, c<^a + b, 
et a -f- b -f- c étant égal à a p , ces inégalités donnent 

ip < 36 o°, 2 a < a p, 2 b < a p, 2 c < a p; d’où 

p < 180 0 , p > a, p > b, p > c. 

Les angles p, p — a, p — b, p — c, sont donc positifs 
et moindres que 180°; leurs sinus sont donc positifs. 


(*) L'angle i A <!tant toujours comprit entre le'ro et 90» ( n* ) , 
on ne doit prendre que la valeur positive du radical. 
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Les expressions de tang i A , tang j B et tang JC, étant tou- 
jours réelles et positives , on en déduira des valeurs de { A , 4 B 
et ^C, qui seront comprises entre zéro et 90°. De sorte que 
le problème admettra toujours une seule solution. 

455 . a c Problème. Connaissant les trois angles A, B, C, 
calculer les trois côtés a, b, c. 

Pour déterminer le côté a , on pourrait déduire cos a de la 
relation (1 1) (page 399); substituant cette valeur de cos a dans la 

1 • . I -f" cos fl . 

relation cot* * a = ( page 348 ) , et faisant ensuite 

A + B + C = 2P, des transformations analogues à celles du 
n° 454 donneraient 


_ - / cos (P — B) cos (P — C) 

(C)... cot la = 7ô X r ; d’où 

V 8m (P — go"; cos (P — A) ’ 

/cotia=; [/cos(P-B)-J-/cos(P— C)+C'/sin(P— go°) 4 -C 7 cos(P-A)] . 

Mais, la considération du triangle supplémentaire A'B'C', 
de ABC , fournit le moyen de déduire la formule (£) de la for- 
mule (*) ( page 4 1 3 ) . En effet, si l’on pose a' b’ -(- c' = ip , 
la relation («) appliquée au triangle A'B'C', donne 


, , /sin ( p — b') sin (p' — c ') 

(«)... tang j A = \f - T — - X 

\ ° V sm p sin (// — a) 


Or, A'=i8o° — a, a'=i8o° — A, i'=i8o°— B, c'=i8o°— C. 

On en déduit tang ; A'=cot ja, 2j»'r=i8o°x3 — 2P, 
p' =90° X 3 — P = 1 80° — (P— 90°) , //— 0=90°— (P— A) , 
P ‘ — ^ ~ 9 °° — (P — B) , p' — c' — 90° — (P — C) , 
sin p' = sin (P — 90°) , sin (// — a ) = cos (P — A) , 
sin ( p — b') = cos (P — B) , sin (p ' — c') = cos (P — C). 


La substitution de ce? valeurs de tang j A', sin p ' , sin (// — a'), 
sitf ( p ' — b’) , sin ( p ' — c'), dans la relation (»'), conduit 
h la formule (C). 

Les expressions de cot -J b et cot je , seraient déterminées par 
des formules analogues. 

Remarque. Les valeurs de sin (P — 90° ) , cos (P — A), 
cos (P — B) , cos (P — C) , seront toujours réelles cl positives ; 
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car, il suit de ce qu’on a vu (n° 454 ) , que sin//, sin {p — a") , 
sin (p' — b') et sin (p' — c') , sont toujours réels et positifs. 

On peut d’ailleurs le démontrer directement; en effet , la 
somme aP des trois angles A, B, C, étant comprise entre go° X a 
et 90° X 6 (n° 4 a 8 ) , on a P> go°, P < go° X 3 , P— 9o°<i8o°. 

L’angle P — 90° étant positif et moindre que 180 0 , son si- 
nus est positif. 

Or, B + C < 180 0 -f- A (n° 4 2 9 ) ; donc A -f- B 4- C ou 
aP < i8o # -f- aA ; donc P < 90° -f- A et P — A < 90°. 

Quand P > A, l’angle P — A est positif et moindre que 90° ; 
le cosinus de P — A est donc positif. 

Quand P<A, l’angle A — P est positif et moindre quego 0 , 
car A <. 180“ et P > 90°. Par conséquent, cos (A — P) est 
positif; et comme cos (P — A)=cos(A — P)(n° 38 i), on voit 
que cos (P — A) est positif. 

On déduirait semblablement des inégalités 
A + C < 180 0 -f-B, A-f B<i8o # -f C (n° 439), 
que cos (P — B) et cos (P— C) sont toujours positifs. 

Les expressions de cotja, cot£i, cot {c , étant toujours 
réelles et positives, on en déduira des valeurs de ;û, jb, | c, 
qui seront nécessairement réelles et moindres quego 0 . De sorte 
que le problème admettra toujours une seule solution. 

456 . 3 * Problème. Connaissant deux côtés a, b, et l’angle 
compris C, calculer A, B et c 

Les relations ( 3 ), ( 5 ), (7) ( pages 3 g 6 et 398) , pourraient 
servir à déterminer directement chacun des élémens incon- 
nus c, A, B; mais comme elles ne sont pas propres au calcul 
logarithmique, il faudrait les’transformer, en introduisant des 
angles auxiliaires, comme on le verra ( n° 464)- Oes trans- 
formations étant difficiles à retenir , nous aurons recours aux 
analogies de Nip£B (pages 4oo et 4oi). 

Les analogies (i 4 ) , (i 5 ) (page 4 °°), déterminent toujours 
la demi-somme s, et la demi-différençe d des angles A, B. 
On a, A = j + ^B=i — d 4 , ce qui donne A et B. 

Connaissant a, b, A, B, l’une quelconque des analogies 
06 ), O7) (page 4 01 ), suri à calculer j,c. 


I 
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i r ® Remarque. Lorsque a + 6 = i8o°, la formule (i 4 ) don- 
nant tang t(A-)-B)=oo, on a i(A-f-B) = go° ; d’où 
A -f- B = i8o°. La formule (16) (page 4 m) ne saurait servir à 
calculer ~ c , car elle conduit à oo = oo. Mais , la formule (17) 
(page 4° 0 détermine \c. 

2 e Remarque. Lorsque a— b, la formule ( 1 5 ) (page 4 °o) donne 
tang 7 (A — B) = o , d’oùA = B; ce qui résulte d’ailleurs du 
principe du n® 43 i. La formule (17) ne saurait déterminer c, 
car elle se réduit ào = o. Mais les analogies (i 4 )> (16)1 déter- 
minent complètement A et c , car elles donnent 


/• 

(et)... tang A = X cot i C , tang î c = 

a co s a 


tang a cos A 


Le problème admet toujours une seule solution. 

457. 4 ' Problème. Connaissant deux angles, A, B , et le 
côté adjacent , c, calculer, a, b et C. 

Les relations (6) , (8), (i 3 ) (pages 3 g 8 , 399), détermineraient 
directement les inconnues a, b, C (n® 4 ^ 4 )* Mais, il est plus 
commode de faire usage des analogies de Néper. 

Les analogies (16) , (17) (page 4 01 )> déterminent toujours 
la demi-somme et la demi- différence des côtés a, on en 
déduit les valeurs de ces deux côtés ; et ensuite, l’une quel- 
conque des formules (i4)> (i 5 ) (page 4®°) détermine iC.. 

Lorsque A -f- B =180°, la formule (16) (page 4 °*) 
donne a-j- b= i8o® ; et la formule (i 5 ) sert à calcu- 
ler ‘C. La formule (i 4 ) donnerait 00 = 00. 

IxjrsqueA = B, la formule (17) donne b = a ; et les for- 
mules (16), (14), déterminent complètement les élémens in- 
connus a, C, car elles donnent 

tanga = ^ X tang Je, cot \ C = -y- X tang A. 

I 

Le problème admet toujours une seule solution. 

458 . 5 * Problème. Connaissant deux côtés a, b, et V angle A 
opposé au côté, a, calculer les angles B, C, et le côté c. 

La proportion (1)... sin a sin b. Il sin A t sin B, 
fournit généralement deux valeurs B' < go®, 180° — B' > go®, 
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de Pangle B (a* 384, i°), q«' correspondent aux deux solutions 
dont le pt-gbletne est quelquefois susceptible. Le 5' tableau 
( page 43a) donnera le moyen de distinguer les valeurs de B 
qui conviennent à un triangle sphérique* 

Les relations 40 et (5) (pages 3^6, 3g8), pourraient servir 
à calculer directement les deux valeurs de chacun des éfémens 
inconnus c, C (n° 4^4» -3° )• Mais comme ces valeurs-, com- 
binées avec celles.de B, fourniraient huit systèmes, parmi les- 
quels il serait asseï difficile de distinguer ceux qui conviennent 
à la question, ii est préférable, lorsqu’on a trouvé B, d’avoir 
recours aux analogies de Réper, pour déterminer lès valeurs 
correspondantes de 4 C et rd- L'une 'quelconque des analogies 
(«4). C'5) (page 4°o)V donne jC, et chacune des analogies 
(r 6 ), 4 - 17 ) (page 4 ni) -peut servir à calculer ~c. 

Lorsqne a -f- b t=. 1 80 ®, ,qn .a -A'-t’dl =? J 80 “. (n° 456), d’où 
B~j 8 o? — A. Les analogies (»4), (r 6 ), donnant 00 =; 00 , 
on déduit jC çt je des analogies ( 1 5) , ( 1 . 7 ). ■ „ 

Quand n=i, l’angle cherché B A (n3*4?*)r les formules 
(a) '(page 4*8) déterminent' ’ G et-|.c, » " , . 

* 459 . Pour discuter les différens cas. indiqués- dans le 5® ta- 
bleau (page 4^)i concevons.- urte demi - Circonférence AC A' 
(fig.,48, ,49) 5e, 5i ), de grand cercle, qui forme avec la 
circonférence- de grand -cercle, APA'P' un angle ÇAD égal à 
l’angle donné A, èt prenons sur un arc AC égal au 

côté donné b. IL ne s’agira plus' que de mener du point \C 
à la dons i-circoufé ivruce APÀ', un arc CE d’uno longueur égale 
au côté donné ay le triaugle CAL satisfera à la question. 

Or, eu faisant passer par le poiut C ui»e deuii-circonlén-uce 
PCP', de grand cerple,, perpendiaulaiie à la circonférence 
APA'P', et Cn désignant par;* la plus'petHe des deux pérpen-, 
diculaircs CP, CP' , qu’on peut tirer du -point -C sur la circon- 
férence APA'P 1 , l’autre perpendiculaire sera 180 0 '— *. Pour 
que le triangle soit pogiilde, il faut que. le côté donné, a, ne 
soit pas moindre que a, et ne soit pas plus grand que 180 “— « 
(n° 4» 7 ) ; il faut en Outre que l.’extrcinitéde l’obliqueu , tombe 
sur la demi-circonférence .APA', entre A et A' (n 9 ’ 4"® cï 4 2 7)- 


4,8 TRIGONOMÉTRIE 

Pour construire le triangle •demandé, on décrira une circon- 
•férenee de grand cercle du point C comme pôle avec le rayon a 
’(n° 421). Si cette ciroonférence (qne nous désignerons par é), 
rencontre la ,demi-‘oircot»férenee APA' en un point E ,• l’arc 
de grand cercle mené par lés points C, Ej «era égal au côté 
donné a-, et le triangle ACE satisfera à la questions 

Quand le côté donné a sera moindre que « eu plus grand 
que 180° — a, la circonférence Ï ne rencontrera pas la oircon- 
férence APA'? ; de sorte que les données n’appartiendront à 
aucun triangle sphérique. La proportion (1) (page 4 16) indique- 
rait l'impossibilité du problème, en donnant logsinB > 10. 

Lorsque a sera compris entre tt et 180° — a , la circonfé- 
rence i coupera la circonférence APA'P',, en deux points; ut 
ceux de ces poiuts qui seront sur la demi-circonférence APA', 
entre A et A', seront lès seuls qui "donneront -des solutions 
du problème proposé. La proportion- (r) indiquera qu’on peut 
mener deux arcs éganx k. a , de G sur la circonférence APA'P', 
ep donnant log sin B <10. Mais, cependant, le problème pourra 
n’admettre aucune solution (page 4 *°v 4 ")- posé : 

i°. Quand la proportion (r) . sma : sin-ô :: sin A 5 çinj), 
conduit à une valeur de lOg (tin B plus grande que le loga- 
rithme 10, du rayon r, on a siu B> r; l'angle B est ima- 
ginaire ; ce qui indique qu’ff est itttfiossilAg de mener du point t> 
à \a circonférence A P AF, un arc de grand cercle égal au côté 
donné , a. Ou a donc , on a~^> 180 0 — * (n° 4*7 )* 

2°. Quand la proportion. (1) dànne> log sin B = 1 o , on a 
sinB = r, l'angle cherché B eit droit; ou est donc certain 
que le côté dontic a est égal à l’une dèfe perpendiculaires CP, 
C?. Par conséquent , pour que le triangle existe, il faut et il 
■ Suffît que , a , soit de C espèce de l angle opposé A (n° 44 ° )• 
3 °. Enlin , lorsque In proportion (1) donne log sin B< 10, 
l'angle B ayant deux valeurs, le côté donné, a, est nécessaire- 
ment eorirprisentre les perpendicitlaires CP, CP', ‘qu'on peut 
1 mener dit point C sur la circonférence APA'P'. De sorte qu’il 
eBt possible de conduire du point C sur la circonférence APA'P', 
deux arcs obliques égaux au côté donné a (n° 4 r 7 )- • *■ 
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.Quand cas deuj obliques rencontreront la demi-ciroonférence 
A P A', en deux points B*, B*, situes entre A et A', les don- 
nées appartiendront aux triangles CB'A,.CB*A , et les deux va- 
leurs B' < 90°, 180 0 — B' > 90° , de B, fournies par Ja pro- 
portion (1), exprimeront les angles CB' A, GB"A. 

Quand il n’y aura qu’une seule oblique CE ±= 4 i, qui rencon- 
trera la dcmi-ciroonférence APA' entre A et A' , cette oblique 
déterminera le triangle CEA qui satisfait seul à la question. 

Enfin , lorsqu’aùcune des deux obliques égales à a ne rencon- 
trera la demi-circonférence APA', entre A et A', les données 

A, a , b, n’appartiendront à nucnn triangle sphérique. * - v 

Discutonscesdifférens cas, et pour abréger, désignons par/, /', 
les deux obliques égales au côté donné a, qu’on peut moper du 
point C sur la -circonférence. APA'P'. Nous avons . 

angle CAD=CA'JD^=A, CAr=b, fcA'=>«8 of-b, CP-f-CP'i=i8o*. 

1 " Cas .(fig. 48). Soient,. A <^ç)p° fc CA =4 < 90“. . 

On aura, CP^go® (n° 44 °)» CP'~ 18 o* — CP>go*, • 

et les obliques, menées du point C sur la circonférence APa'P', 
diminueront à mesure qu’elles s’approcheront du pied P 'de 
la perpendiculaire CP (n° 4 i 6 , a°); 

Or, l’oblique CA < CA'; donc PA<PÀ'. Cela posé: 
i°i Lorsque a<^b, on est certain que CP', car 'b < CF. 

Mais, comme on ignore si n^>CP, il faut avoir recours à la 
proportion { t ) - pour savoir si lès données appartiennent à un 
triangle sphérique. Cette proportion peut donner 

log siq B >• 10 , >ou log $in B == 10, oq log sin B <; 

Si l«gsinB>> jo,>on a siu B-> k. L’angle B étant imagi- 
naire , on a ' nécessairement CÉ. Le trûmgiq sphérique 
ne- peut donc pas exister. -• ‘ • • 

Si log ^ Xp , -®n â sin B =c r, B = go’ f a=z£ P-ç et 
les données- appartiennent pu triangle rectangle CPA.- 

Enfin , ai log sin B <; 10 , l’angle B ai. denx valeurs réelles 
inégalés’ comprises entré téro et '«8b®; et l’on est certain - <^ue 
CP. B'«illepn,‘a'<^CA ; et S-p&ÿ forte raison’ a CA', 
: .27.. 


! 
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car Ci' > CA. Lès obliques /, f, rencontrent ddnclft demi- 
cîrcbnférence AP A’ en -deux points B', B", situés 1 entre A 
.et A'. On a PB'.fc=PB"; PB f <PA f et PR" <PA , car 
CB' < CA' et OB' 1 < CA. Il existe donc deux triangles CB'A , 
CB" A , qui satisfont a la question. . . 

•L’angle GB‘A étant de l’espèt» de-CP (n° 44 ") sera-moindre 
que 99*. -L’angle GB*A sera lé supplément de CB'A’; car 
les côtés CB', CB", étant égaux , l’angle CB'B' = CB'B", ,et 
l’angle C8"A“ i8o*A- CB" B' (n“ 4 1 4 )*— ’ 1 ®°° “r~ CB'B". 

Les. deux .valeur» B r <go*,' 180“ — B' >90°, de l’angle 
inconnu P,. -fournies par (a proportion (r) J éxpciment -donc 
les deux angles CB'A,. CB" A. *'* 

•*°. 5 h a=ô j.on est certain que <£]> CP , cér CP ; et 
en prenant PD==:PA, oh à CI>=r=CA<=;é>î=p«(n 0 4 * 6 , i*>; les 
obliques IfV, ont les positions CP, CA; le triangle isocèle CDA 
est le seul qui satisfait à la question et B = A. 

3 °. Si l’on a a <( 180* — « 4 , a > 6, oh sera certain que 
a > CP, car b > CP.' Les obliques l, V, auront' les positions 
CE CE', (PE = PE') ; car a étant moindreque C'A', et. plus 
grand que CA > on doit, avoir 

, PE < PA’, PE'>PA*K 4 ï 6 , i*)/'; 

4 *. Enfin, selon qu’on a* n=C^. y =;s8o B — ou a)>CA', 
les obliques j, l\ prennent les positions CAVGK.(PA' *= PR ), 
ou ÇF, CG (P F.,— PG) ; ^ sorte que les données n’appar- 
tiepnertt à aucun trianglè sphériqpe- ’ • . . - 

pans ce dernier cas, si a < CP' , la proportion {1) donne 
log Sito B J < 1 o, F angle B a deux valeurs réelles positives com- 
prises entre zéro et i8o°;.et cependant 1 er données n^appùr— 
tiennent, à aucun triangle sphérique. . V ’ 

Pour interpréter cette lirconstance particulière^ il suffit 
d’observer (comme dans la remarque de la p'àge J66) , que sin A 
étant égal A sifi.(s8o® — À), les valeurs do B fournies par la pro- 
portion (1) ne conviennent pas plutôt aux données <*> A=AC, 
AsssCAE, qu’aux données a, b — iAC ; A ;= CAF ; et comme 
on, suppose <i>CA' =e ï 8 o°-r-b, ces nouvelles données con- 
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Tiennent à chacun des triangles sphériques CFA, CGA.Les deux 
valeurs de B fournies par la proportion 

.,i • i sinô'; sinA :î «in CAF > sinB; ,, . 

expriment \es .angles CFA- > 90°, CGA 90% des triangles 
sphériques CFA , CGA.' . ;. - . • : • /*, 

2' Cas (ég. 4 &). Soient, A > 90*, -CA = b >• 90* .’ 

On aüra CP > 90° ( n* 44 °) > CP 7 180® — CP <<90* , 
et les obliques, menées db point C sur la circonférence APA'P'i . 
augmenteront à mesure qu’elles s’approcheront du pied P de la 
perpendiculaire CP ( n° 4 & , ! 3 °). 

Cfr, -l'oblique CA }> CA' j. donc, PA <Ç PAV , 
i?. Lorsque a on est sûr que <r>CP', car Z£> CP'. Mais, 
cqmme on ignore si a <” CP , il faut çecouçir à la propor- 
tion C 1 ) pour savoir si le triangle est 'possible; 

9 CPon trouvé log sin Bps 10, l’angle.' B est imaginaire, 
et l’on a nécessairement «J>CP.'Lc trianglè sphérique ne 
Pgut > donc pas exister. ‘ f .. 

Sf l’on trouve log sin B to', cm a B = 90°, 4 = CP; et 
les données appartiennent au triangle rectangle. CPA. 

Enfin , éi l’on trouve log sin B 10 , l’angle B a’ deux .va- 
leurs réelles inégale^. B' <[ go 01 , 180° — B' -96°, comprises 
entre séro et iÇo% e£ Fon est certain que a CP. -D'ailleurs, 

a CÂ ; et. à, plus forte raison, a > CA', car CA' CA. Les 
obliques l t t , rencontrent donc 14 d e m i - c i r c<m f cre n.ce À PA' 
çn deux points- B", B', situés entre A et A'. On- a PB = PB', 
PB” < PA'.jPB' < PA ; car CB* > CA' et CB‘ > CA. 11 existe 
donc deux tria'pgleS ’CB'A,, CB'A, qui satisfont à la* question: 
L’angle C8?A est obtus, car ilest de l’espèce d« GP {u? 44 ®) > 
l’angle f £B'A = 180 0 — r CB".A ■ est aigu; les .-deux valeurs 
B' <90% 1 8o° —B' > qoty de B , fournies par la propor- 
tion ,(1), expriment •doric les angles ÇR'A, CB" A- „ 

2 0 . f>i>j = è, on est certain que a < CP,- car. à<CP; et, 
en prenant PD = PA, les obliques l r /', ont les^posiüonj 
CD, CA,- De sorfe que le triangle isocèle CDA fjt le seul qui 
satisfait à- la quest iop. L’angle cherché B est égal à A.- 
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' “ 3 *. Si l’on a » ^>CA* i= i8o* — b, a <^CA = b, on est cer- 
tain que a<^CP, câr b <^CP; les obliques l, t, étant plus 
grande* que CA' , et moindres que CA, oflt les positions CE , 
• CE', (PJEœPE'). De sorte que le triangle CEA est te seul 
qui convient aux données. L’angle CEA s= B est obtus , car 

il 'est de l’espèce de CP (fa° 44 °) • 

4 ", Si p = i8o° — b , ou si a < i8o° — b , les données n’ap- 
partiennent à aucun triangle sphérique; car les obliques ï, P , 
ont je? positions CA’, ÇK. (PA' =PE), ou CF,. CG (PF = PG). 

Des raisonnemens analogoe» à .ceux dont ou. vient de faire 
usage , pour les .deux premiers cas , conduiront aux résultats 
indiqués dans le 3 “ et* le 4 * cas d« $ e tableau (page 43 a). 

’• 460-' Appliquons cette théorie générale b. des exemples. 
s i*'Ëxemw.b: Soient, A. = 43 °. 1*7', b — 120°, a =; 5 o°. 

. La proportion (1). . . sin a : sin b X si 11 A : sin B, donne 
.. • • B == 5 o» 4# 47 * B sb ingf*. » 1 -t 3 *y . 

et comme on a, A <90°, b ^>90°, o< 180° — b, le 3 * cas 
du 5 e tableau \ page 43 a) tait voir que ces valeurs de B ex- 
priment les angles 'CB'A,CB*A (fig. 5 o), des triangles OB' A, 
CB'A , ( qui satisfont à la question. * “ * • 

Si l’on substitue successivement ces deux valeüts de B dans 
les atialqgies (*4)., (16) (pages 4po,'4oi), et 'si Pon obséWe 
que coà(-^— *0 .= cos«, on trouvera que les valeurs correspon- 
dantes de C et c sont ,' 

. . ACB= *66° 5 / 36 " , ACB* = 63 ° aB 18", ! • •.*' 

AB^ t 65 ° a 4 ' r*,. , A.B" = 91° aÇT 7 # , 

. *• ExEMVtB. Sp»ept, A = iao°, A=ai 4 b°, ms= 6 ô°. 

» • • , 

b&i* cas du S* tableau nous apprend que dés données con- 
viennent à un seul triangle CEA (fig. 4^1 > dans lequel l’angle 
CEA =B est obtus. Ot, A -f- d=e=i6d*; donc, sinA=-sin«. 
Ea propbrtion (1) 2 ,.-. sina t sitnù sin A ; srti B donnerait 

dot* sin B =r sin 6; d’où R — b % 4 o°. 

6i l’on substitué cette valeur de B dans les analogies dé 
Népef- (pages 4 00 , 401) ,-on trouvera C — r = 149° 45 ' 54 “. 
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46i 6 * Pboblùmk. Connaissant deux angles A , B , ot le 
câu', a, opposé a l’angle A, calculer le troisième angle C el les . 
deux autre» côtés, b, C. • •**. *’ 

La proportion (.). . . sin A « sin B! !! si» a : sin ^ 
fournit généralement denx valeurs b' < go°,.i8o 0 — b' > 9 ^’ 
de b qui correspondent aux deux solutions dont le problème 
est quelquefois susceptible. Le ? tableau { page 48 a) servira J» 
distinguer leswleurs dé t qui conviennent à là question. 

Les relations (6) et (. .) .(pages 398 et 399), détermineraient 
directement c et C (n° 4 «f, 4 °)- 11 est préférable lorsqu on 

a trouvé b, de déduire les valeurs correspondantes cre a C et ,c 
des analogies de TSêpçr , comme on 1 *U indique (n D 458 ). § 

* 462. Quand ta proportion (1) donne, log sin A> 10, on a 
sin bf>r, et le problème n" admet aûounè solution. 

Lorsque ta proportion (1) donne log sin b= 10, on a,b-= 90°. 
Dans ce cas, pourvue le problème spit possible il faut et 
a:. A .h. t’nknérc dit côté opposé a. Ln ellet , 



proposé r angle u sera uro.i,^. ‘ * 

triangle rectangle A'B'C' soit possible, Ü faut et il sulbt que le 
oôté a' de P angle droit 1 ? soit de l’espèce de Uugte opposeA 
(. )a rr e 4,8, 2°). Par conséquent, pour que le triangle ABC soit 
possible , il faut et il- suffit que le supplément A de a soit de 

l’espèce du suppTément a de A'. • 

Enfin , lorsque fa propoéüpn (.) donne log sin b< 10, on en 
déduit deux valeurs, b' <90*, ,80 °-b*> 9 o%du, a i éb Le 

tableau (page 43 *) servira à distinguer les valeurs de b qui 

conviennent à la question. • «_v 

Pour form.fr ço tableau , on considéré le triangle polaire 

A'B'C', dix. triangle ABC proposé. Les élémens A, -B, a, du 
triangle ABC étant donnés ,. les relation i ..... 

a* =r t8o° — A, b' =180*» — B, A' = . 8o° a. ( n° 4 * 5 ) , 

détermineront les élémens correspo.ulans «', b', A', 

polaire A'B'C'. Connaissant alors dans .Je triangle A ■> L , le# 

deux côtés O', b', et l’angle A' opposé au côté a, le 5 ' tableau 
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(page 43*) fera connaître ai les données à, b'. A', appartien- 
nent à deux triangles ,- ou à un seul triangle, ou si elles ne 
conviennent à aucun triangle; car il suffirâ.de remplacer dans 
ce tableau, a, b, A et B , para', b', A' et B'; ce qui revient 
à changer a, b, A et B, en 180° — A , 180° — B, 180° — a 
et 180 0 — b. On parviendra de cette manière aux résultats in- 
diqués dans le 7' tableau ( page 43* ). 

*463. Nous allons faire voir comment on peut calculer di- 
rectement chacun des trois ilèmcns inconnus d" un triangle * 
sphérique, à V aide d’un angle auxiliaire. 

Dans les deux premiers problèmes (n° s 4^4 e t 4^5), on a 
trouvé directement "chacun des élémens inconnus, Il ne reste 
donc qu’à traiter les quatre autres problèmes. 

Les transformations qu’on fait ordinairement subir aux équa- 
tidns du n° 435 , pour les rendre propres au calcul logarith- 
mique, étant difficiles à retenir, et le seul but de ces transforma- 
tions étant de ramener un binôme de lune des formes 
P sin « -+• Q ecm «, P sin * — Q cos a , à un produit de fadeurs 
monomes , nous allons indiquer une méthode générale qui 
conduit très simplement au résultat, cherché. À cet effet, nous 

• I ' ' p 

introduirons un angle auxiliaire tp en faisant (m ) . .1 cot p = — . 

,, , v . , . • ( * X 

Cette relation déterminera complètement l’angle p (ti° 384). 

Or, en supposant le rayon r = 1 , la relation (m) donne 

M. . 

• v sin£ ; Q . • • sm <p .j 

Substituant «et te. expression de P dans les binômes proposés, 
et observant que sin et ces <p dr cos et sirnp as ^in ( « d; p), on 

*. *’.*•** • * • * • • % ■' t Osin ( et ®\ 

trouvera (rç). •». P sm a. ±; Q cefe <*=53 — = '• 

Les' relations (m) , (n) ,’ résolvent h question proposée. 

*464. i°. Lorsqu'on connaît deux çôtés a, b, et l'angle com- 
pris C (n° 456) , les relations (3); (5), (7) (pages 3g6 et 398), 
déterminent les inconnues c,A,B, en fonction des données <*,' 
b, C;. car, en supposant toujours r== 1 , ces éclations dotaient 
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cos c esc lin b CQ6 C X sin a ■+* ops b X cos a, . ; 

cota . , jCosG .*,. «ot 5 .* cosC 

cot A = — — ^sm o : — ?cosi», cot B = •‘ T — * sin a : — ^coSa. 

Sin C «a C sin C sin C 

Pour calculer te côté c, on compare l’expression de cote 

avec le binôme P *»n » •+• Q cos «, et l’o» a o. 

.. «s a, P = sin b cas C, Q = coe b. . '• 

Les formules (m)j (ri) (page 4 a 4 )> donnent, en rétablissant le 

rayon r,(a° 38 1 )) 1 , \ . . • * ■ » ; * - 


tang b cos C 


(*). . . pos e q? 


• eos b sie (»-}-?)• 


(i), ..cotp = , . , . 

r, • ** sin ç 

Ces deux dernières relations déterminent une seule valeur 
de, chacune des inconnues ç, c (n° 384 >. 2°). .• 

•Pour calculer let angles A, B', 'on compare les expressions 
de cot A et cqt B, avec le binôme P sin **t-Q cos<* , et en repré- 
sentant par les angles auxiliaires analogues $ f, qui set* 
vent à. calculer les angles A,' B, on obtiendra les formules 


( 3 ). . . COH*: 


rcota ... ’ ' cot C sin (b — x) . 

-(43 ... cot r- — r> — 


cos C * s(ri<c 

^ ' rcotô. ■,». . ■ „ ' cot C sin (a — X) ’ \ 

cos C sin jr \ 

qui fournissent une seule valeur des inconnues x r A.>y; B. 

2*.‘ Lorsqu’on connaît deux angles A., B, et le côté ddja- 
ceru c (n° 45 ')) i les relations (» 3 ), (6), (8) .(pages 399, 398}, 
déterminent C, a et b-, car «m c'n déduit;. . . /"* . 

. cos C ^=sih B cos c sin A — icos B cos A, ... , r ,• . . 

«* e -ë*k t 


cota=?^sqiB -4-~^cosB, cotb 

r *■. siq c ' . un c • _ . ,.s , 


= C -^sinAH 

.smp < 


SlUC. 


et en •comparent les second^ membre^ do ces équations avec 
le binôme P sino-.d; Q cos », les formules (iw), (n) (page 424)» 
conduisent aux résultats suivaos : , ' . 

, i <■_. % tong'Bcose 1: -'J . cos B sin (A -r- ç) 

(7).r.çot»a=- 3 .. (8):.. cos C±= Zl r 

r~\ r co t. A * cot'c-sin (B -f- >) , . 

(9;. .. cot x = , (10)... cof«= —j — 


■ SID* 


r..\ i • P«otB . • cofrcsit>(A -f X) 

(n)... cot rss , (12)... cotft == . 

K cosc n .. - sin < y 
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Ces six relations déterminèrent une seule valeur dy chacune 

des inconnues p,C;-4r, b (n°,384 r ?“)» ' . 

*’ ; # .* • •* V . " <* 

Z?es cas doutent. ■ ' * 

I ’ * • ' 

3 ? . ^Lorsqu'on connaît deux côtés, a, b, ét' F angle A opposé 
au côté a (n° 458), la proportion (i)...- ginaîsiwIÙGsinAisinB, 
fournit Ira deux valeurs B'< 90“, 180° — B' >■ go°, -de B , cor- 
respondantes aux deux solutions dont le problème est quelque* 
fois susceptible. Le 5* tableau (page 4&0 J*Ût oonnàîlre les va * 
leurs de B qui conviennent à là question.’ .* - 
„ Les inconnues c, C , sé déduisent des relations 

(t). . . cosa ='CosA‘l»n£ Xsiuc -l-oosôXcosefpageSgf»), 

(5)#. ;cotasini=' pot A X sinG. -j-eosùXcosC (page 898). 

ST l’on compare les' second à membres avec le binôme 
Psin* 4* Q cos <t les formules (m/, (n) (page 4*4) donnent 

. ■ . » 4 * F - . I 

... * . .tamg 0 cos A 

(<*.). . . cotp, sus - ■■ - — , cos a 1 

• , r • v 

«ê.4«ikwîgf. 


cos b sïn (c 4- P) 


• Svn <p 

. cos^sin(C-l-x) , 

cota * nù = • ' v D’où 

' «nsr 


Les expressions dp cotp et de cot a? , détermineront toujours 
une sedle valeur réelle de èhacift» des angles auxiliaires <p, x ; 
et ensuite ; les- formules' (/>)', (f), serviront, à calculer les 
êléiUeqs inconqua c, C. ' , * 

La formule (p) donne généralement deux valeurs, C, 180° — S, 
de c + p ; les valeurs- correspondantes de C sont ?—*- p et 
l8o° , — C — 0- Nous désignerons la pl\» petite dé ces deux 
valeurs de c par c’ et la plus grande par c*. 

De même , la formule, (f) fournit deux valeurs, y, »8o° — y, 
de les. valeurs correspondantes de C sont y — x et 

18 *>*>.-— 3. t a:. Nous désignerons lu pins petite de. ces deux 
valeurs de C- par C , et la plus, grande par C'. 

On np pourra admettre que les valeurs ' réelles positives, 
dé c et G moindres que 180° (n*” 4 18 et 4®î)- 


» 


-L. 
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Chacun des éléœens inconnus B , C, c, pouvant avoir deux 
valeurs, il en résulte huit systèmes distincts. Nous avons vu 
(n° 4^9) qu’on ne saurait admettre, au plus, que deux de 
ces systèmes ; et comrte le 5 ® tableau ( page 43 a ) donne 
le moyen de distinguer les valeurs de B qui conviennent à la 
question , il ne reste qo ’4 déterminer comment les valeurs 
de c et de C doivent se. ‘combiner avec celles de B; à cet 
effet , nous raisonnerons comme dans Je n® 4 % , et nous con- 
cevrons sur la sphère une demi-circonférence ACA' (fig. 4 ^> 
4 g, 5 o, 5 i) ; de grand cercle - qui forme avec la circonférence 
APA'P', un angle CAD égal à l’angle donné A : nous pren- 
drons l’arc AC =.ô; et pour construire le triangle demandé, 
nous décrirons une circonférence ^de grand cercle, du point C 
comme pôle avec le rayon, a (n° 4 2 1 ) > chaque point de ren- 
contre delà circonférence i~ avec la demi-circenférence APA', 
déterminera une solution du problème , car l’arc de grand 
cercle mené dp ce point au 'point C , sera égal au côté donné a. 
Conduisons par le point C la demi-cirConférence PCP' de grand 
cerele, perpendiculaire au grand cercle APA P , et désignons 
par^ la plus petite des pèrpendioulaires CP, CP*. Le plus 
petit de tons les arcs de grands cercles menés du point C à 
la circonférence APA'P', sera « , et le plus grand sera 180® — •* 
(n° 4 17)- Cela posé: 

i* r CAs (flg. 48 )- Soient, angle CAE — A <^9°°» AC— ô ^ 9 °' - 
On a CP < 90» (n° 44 o) , CP' = 180® — CP > 90®, 

CP < CP', CA' = 180® — b > 90®, CA' > CA. 

Les arcs de grands cercles menés du point C sur la circon- 
férence APA'F, augmentent à mesure qu’ils s’éloignent de la 
perpendiculaire CP .(»° 4 , 6 > a °); le plus petit de ces arcs est 
CP ts^«,et le plus grand est CP' == »8o° — 

Or, C 4 .'>CA; donc, PA'>PA. 

>Si , A et b ne changeant pas , lé côté donné a augmente 
d’une manière continue, à partir de xéro 1 tant que a seca 
moindre que CP , « la circonférence décrite d,u -point G 
comme pôle avec-'lé-rayon’ a ; ne rencontrer» pas ih circon.- 


* 

\ 


-* 
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férencc APA'P' ; de sorte que le problème sera impossible. Les 
formules (/?), (?) (page 426) , indiqueront cette impossibilité 
en donnant des valeurs de log sin (c -|- <?) et log sin (C-f- X ) , 
plus grandes que le logarithme 10 du rayon r. 

Lorsque a est compris entre CP et CA, la circonférence ren- 
contre la demi-circonférence AP A' en deux points B', B", 
(PB— PB"), et les triangles ACB', ACB", satisfont à la question. 
Quand a diminue en s’approchant de ÇP, les points de rencontre 
l r , P", approchent de P. Enfin, quand «=CP, les points B', B", 
se réunissant en P, la circonférence ^devient tangente à la cir- 
conférence APA'P' ; les valeurs AB', AB", du côté c, deviennent 
égales à AP ; les valeurs ACB', ACB", de l’angle Ç , deviennent 
égales à l’angle ACP; le triangle CPA satisfait seul à la question; 
Pangla cherché B = go° ; et les formules (/>),' (?) , donnent 
deux valeurs égales de chactin des élémens c, C. 

Si a augmente .depuis .CP ==* jusqu’à CP' =^180® — les 
obliques' CB', CB", égales à a , menées de C sur. la circonfé- 
rence APA'P, s’éloigneront de CP ; la valeur c"— AB', de c , res- 
tera positive et augmentera depuis AP jusqu’à APA'P' > i8o°, 
L’autre valeur AB" = c',. de fi* diminuera d’abord positive- 
ment depuis AP (qui correspond^ a = CP), jusqq’à zéro 
(qui correspond à a = ô) ; ensuite , a devenant plus grand 
que, A, l’oblique CB" = a passera en CE' de l’autre côté 
(ie CA; de sorte que l’extrémité du côté c' passera de la droite 
à la gauche de l’origine A de l’arc c'. La formule^?) (page 426) 
indiquera ce changement de position de l’arc e* en conduisant 
à une valeur négative c' de c ; ce qui S’accorde avec lès 
conventions du n® 38 o. On doit observer que la plus petite 
valeur r' de r a passé du positif au' négatif par zéro. 

Par une raison sémblable, la plus grande valeur C"=ACB' 
de l’angle C , restera constamment positive et augmentera de- 
puis ACP jusqu’à’ l’anglo mesuré par l’arc AEA'P' ]> 180° ; 
l’autre valeur C'-=AGB" de, l’angle Casera d’abord positive 
et diminuera depuis ACP (qui. répond à u=CP-J jusqu’à 
zéro (qui répond à zt = ft); ensuite la valeur C', deC, devien- 
dra négative, -et augmentera depuis zéro jusqu’à ACP'< 180". 
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Pour toutes ces râleurs de a, comprises entre CP = * ' et 
CP' =c: 186 0 -»- « , les valeûrs absolues de àin (c+p) et 
sin(C-f-x), données par les formules (p) , (q) (page 4 2 ^)’» 
seront moindres que Je rayon r. •. .... • - 

Quand a sera plus grand que CP', il sera impossible de 
mener Un arc de grand çercle égal. à a, du point C sur la 
circonférence APA'P'. Les formules (/?); (q)-, indiqueront 
-cette ina possibilité en conduisant à des" valeurs desin (c-f-p) 
et sin(C+Jr), plus ‘grandes que le rayon r.‘ • 

D’après ce qui précède: lorsque a est compris entre « et b, 
il existe deux triangles CB' A , CB*A , qui satisfont à là que^* 
tion ; la formule, (p) ( page 4^) fournit deux valeurs posi- 
tives c", c', de c, comprises entre zéro et 180°, qui ex* 
priment les oôtés AB', AB"; la formule, (q) ( page ) 
donne deux valeurs positives G"', C', ■ de G , comprises entre 
*éro çt 180 0 , qui expriment les angles AGB', ACB r . ’ ■ 

Les deux valeurs de B fournies par là proportion ' 

(1)... gin a ; sipé A «in A t*sln 3 , 

'• , • • - 

sont B' = CB' A < 90°, B" = 180° — CB'A =i ÇB"A > 90*. 

De sorte que, les deux - systèmes de valeurs de B, c , Ç., <jui 
conviennent aux données, sont' ’ t/;, 

B-^go®, c — c’, C=C" et-B> 9 ô«, c=ic', C==C''. 

Lorsqu’on a a < CA' 3= 180 0 ■— b ,a~^> CA; — b , les obli- 
ques égales à a , menées du point Csur là circonférence - AP A'P', 
ayant les positions CE,- CE' (PE ± PE' ) , le triangle ACE sera 
le seul qui satisfera à la question. Là formule {p) fournira une ^ 

seule valëiir positivé c" de c comprise entre zéro et 180° ; l’autre 
valeur de c , donnée par la mçme formule , sera négative. La 
valeur positive de e exprimera AE, et la valeur négative de e ex- 
primera AE'- La formule {q) donnera aussi deux valeurs de C, 
dont Tune sera positive ét moindre que 180°, et dont l’autre 
sera négative ; ces valeurs exprimeront les -angles ACE, AÇE'. 

Lorsque a — CA' = 180° — b , les obliques égales à a , menées 
de.C su? la circonférence APA'P', prenant les positions ÇV , * 

CR (PA' = PR) , le problème n’admèttra aucune solution. La 
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valeur positive c* de c sera égale à la demi-circonférence ADA', 
ou à i 8 o°i l'autre valeur c' de c sera négative et égale à AK ; la 
valeur positive C* de C sera égale à i 8 o°, et la râleur négative 
de C sera égalé à ACK. Les formules (p), (q) (page 4^6), 
conduisaient à ce» valeurs de c et de C. ■ 

Lorsqu’on a a > GA', a<CP', les obliques égales à a, menées 
du point Csur la circonférence APA'P', ayant les positions CF, 
GG, le problème n’admet aucune solution; la valeur positive 
de c est c” = AEA'F ]> > 8 o°, la valeur négative de c est AE G ; 
l’angle C a une valeur positive (7 qui ést mesurée par l’arc 
AEA'F > » 8 o° ,et une valeur négative ACG < i 8 o°. 

Quand a as CP' , les deux obliques égales à a , menées du 
point C sur. lacirconference APA'P', se confondant avec la per- 
pendiculaire CP', les données n’appartiennent à aucun triangle. 

valeur positive c“ de c devient égale à Parc AEA'P' ^ i 8 o°, 
et la valeur négative c' de c est égale à l’arc AKP' < i 8 o°. La 
valeur G* de C est positive et plus grande que i 8 o°, la, valeur Cf 
de C est négative et égale à l’angle ACP' <[ i 8 o°. Les formules 
(p) (y) (page 4*6) , conduiraient à ces valeurs «le c et C. 

Enfin , lorsque a ]> CP', la circonférence décrite du point C 
cotr^me pèle avec le rayon a, ne rencontrant plus la circonfé- 
rence APA'P', les données n’appartiennent k aucun triangle. 
Les inconnues f,C, sont imaginaires ; et les formules (p),. (y), 
(page 4 = 6 ), indiquent cette circonstance en conduisant k des 
valeurs de log sin (c -f- f ) , îog sin (C + x) , plus grandes que io. 

Si l’on discute de la même manière lès trois autres cas (fi- 
gures 49 , 5o et 5i), on sera conduit aux résultats indiqués 
dats le 5" et le 6 * tableaii (page 4^ 2 ) i et Pou en déduira les 
valeurs de B, c, C, qui conviennent à la question. 

ExiMPiA. Soient, A =s*?oV b ~ s i4*°, « = 6 o°. 

Le 2 * cas du 8 * tableau <( page 432), fait Voir que ces données 
appartiennent à un seul triangle ACE (fig. 49 T, dans lequel 
l’angle CÊA=B'est obtus. On a trouvé (page 422 ) que Bé=i4o°. 

Çour éalculer le côté c , on inlrodtiUies supplémens À', b ' , 
de A et ô ; les formules (■»), (p) (page 426 ) , deviennent 

1 * 


t 
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4*i 


tant; b' cos A' 

cot e= 7 > 


s'm (c -f- ?) 


cos a em p 

~ ~^b r ~‘ 


Cette expression de cot p donne p — 67° i 4 ' 22'. * > 

La valeur de sin (c + p) étant négative , c -f-p est pins grand , 
que i8o°. Soit donc c -f- p = i8o° + i \ on anra 

sin (c -$-?) = sin (i8o° -+-/) = sin (*— t) a= — sin /, 

sm /= tj — — • d’où ï=. 3 i° 16 . . , 

cos b 

Les valeurs de c ■+- p sont i8o° et i8o° — C =• — /; 

les valeurs correspondantes de c sont 


. c" = i 8 o°-f- d'— <p = i49° 4^ 54* = APE , 
c' = — (f + p) = — io4° i4''38" = AE\ 

On déduira de même des formules (»), ( q ) (page 4*6)» que 
les deux valeurs de l’angle . G sont : 

C" 1 49 » 45' 54*= ACÊ , C = — 75 » 45' oa* = ACE'. 
De sorte que les élémens demandés du triangle ACE sont 
B = 1 4o» , c =. 1 4 9 » 45' 54' , C = 1 49 » 45' 54'. 

4°. Enfin , lorsqu’ fin connaît deux atigles A, B, et le côté, a, 
opposé à A, la proportion (»). -. sin A : sin B y, sinn : sin b , 
fournit les deux valeurs de b , correspondantes aux deux solu- 
tions dont le problème est quelquefois susceptible (n° ^6i). 
Pour trouver les deux autres élémens inconnus C, c, on a 

recours aux relations ( 11 ), ( 6 ) (pages 399 et 398 ) ; elles donnent 
• * ' 
cos A = cosasinBsinC — cosBcosC, , 

cot A sinB =r cota'sine — cosBcosc;- 


et en ^comparant les seconds membres avec le bincnpe 
Painu— Qcosa, les relations générales (m), (n) (page 424) , 
conduisent anx formules (2) , ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), {voyez le 7 e ta- 
bleau, page 432 ); . on en déduit les élémens cherchés C , c, 
comme il est indiqué dans ce tableau ; et lorsque chacun des 
élémens inconnus b, C, c, a deux valeurs positives comprises 
entre zéro et 180°, le 8' tableau (page 43 a) sert à distinguer les 
valeurs de ces élémens qui conviennent à un même triangle. 

Pour former le 8' tableau, il suffit d’appliquer le 6* tableau 
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43a TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE, 

au triaDgle supplémentaire A'B'C' du triangle ABC proposé, 
et de remplacer ensuite a, b', c', A', B', C', par leurs valeurs, 
i8o° — A , i8o°— B, 180 3 — C, i8o°— a, 180 ° — b, 180»— c. 

465 ,. Ua Trigonométrie sphérique fournit une inétiiode beau- 
coup plus simple que celle qui a été donnée ( 5 e probL, pag. 3 76) 
pour réduire un angle à l’horizon. En elTet , si l’on désigne par 
a l’angle observé B'DC' (Gg. 29) qu’jl s’agitde réduire à l'horizon, 
on pourra déterminer les angles B'DA' = b , C'DA' = c, que 
les côtés DB', DC', font avec la verticale DA' ( page 372); 
4 ’angle x cherché sera égal à l’angle BAC des perpendiculaires 
a BA menées dans les plans A'DB', A'DC', par un point quel- 
conque A de DA'; ce dernier angle mesurant l’angle dièdre 
des plans ADB, ADC. (n° 31 g), i( suffit de déterminer cet 
angle dièdre. Pour y parvenir, on conçoit la surface sphé- 
rique dont le centre est D et dont le rayon est DA; les plans 
RGC', A'DB', ADC', coupent cette surface suivant trois arcs 
EF, AE, AF, de grands cercles, qui sont les trois côtés d’un 
triangle sphérique AEF ; et comme les nombres de degrés de 
ces arcs, sont les mêmes que ceux des angles connus S'OC, 
A DB , A DC , on a EF = <1, AE — b , Ah = c. (On suppose 
toujours que les arcs et les angles sont évalués en 'degrés.) 
L’angle EAF du triangle sphérique EAF, sera Tangle x de» 
mandé; car l’angle EAF=BAC (n°* 412 et 3 ig); 

Ils agi t donc , connaissant les trois côtés a, b, c, du triangle 
sphérique EAF , de calculer l'angle x opposé au côté a. Soit, 
a + b + c = 2p; la formule qui a été donnée (page 4 l3 ) 
conduit à 

/tangi'.r = i [Zsin(/>— ô)-f /sin(/7— cJ+C'/sinp+C'/sinf/»— a)]. 

Exemple. Soient, a= 73° 56 ' 4 o"jA= 4 i < ‘g' 46', c= 5 o° 5 ' 47", 
on trouve log tangja:= io,i 8852 ig 5 ; d’oùx== ii4° 7' 3i". 
Ce résultat diffère peu de celui qui a été obtenu (page 378). 
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OBSERVATIONS 


i" Problft Jongle aigu donne, de go° ; I 
un des angle ensuite , les proportions (i) , 

I hypoténuse^ b, c. * 

éléme ns incoi^ toujours urte seule solution 


a» Problii^ j | 


9?° i le resté exprime 
proportion» (2), (3^ déterminent 

lnco t toujours une seule solution. 


Ions des n«* \o\ et <jo5 î , 

=9°», ou A >90°, on A<9 q» et 4<a , l’angle B 
I robl\ n; de sorte que le problème ne saurait admettre 
cété. ms ces trois cas, pour que les données appar- 
EaucA», d faut et il suffit que b soit moindre que a 
nronn^ on a B = A’. Le problème admet une seule 

an a, A <90», 4>a, l’insiroction des don- 
our reconnaître si elles appartiennent h deux 
ul triangle, ou si le problème, cet impossible, 
t, on calcule log sin B au moyen de la propor- 
l 'clle donne, log sin B < 10, ou log sin B= ro, 

5 problème admet les deux solutions fournies 
I', 1800 — B', de B, on le triangle est rectangle 
" * ne conviennent h aucun triangle. 


f h v V V V 1 

* .a. - - 

il. île P lys. et de Chimie. Page 43a. 


e exister >1 et il suffit que le plu» grand des 
| y*’ lre- q ue la somme des deux antres. Quand cette 

te, les quantités p, p — a. p — b „ 

4« ProblH, formules ci-contre donnent des valeurs réelles 

trois côtes a 1 . 

I élémens inco 1 ’ a ’ com P ri *« entre réro et 90». Le pro- 
lie solution. 

u n» 406 conduit plus longuement aux même» 


I 


\ 
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OBSERVATIONS. 
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Pour que le triangle existe , il faut c't il suffit que les càics a , b , 
satisfassent aux conditions 

-4- 6 -h t ^ 3$o* , c<a-f-À. 

juand ces conditions ont lien, les valeurs de sfn /» , sin ( p — a), 
(p — Z»), siu(i>— *c), sont nécessairement réelles et positives j 
formules ci-contre déterminent une seule valeur réelle positive 
chacun des élcmens inconnus A , B , C , comprise entre zéro et 
y>. Lt> problème admet une seule. solution. 


■ 'V 

t’our que ie triangle existe , il (eut et il suffit què les angles don- 
> A, B, C, satisfassent aux conditions • , 1 . 

- 1 - B + C >. i 8 o“, A + B-i-C< i 8 o* * 3, 

4-C<l8o<>4-A, A-+-C< i8o« 4-B, A 4- B < t 8 o° -f- C. 

yuaml CCS conciliions ont lien’, les valeurs de sin (P — 90 °), 

, (P — A), cos (P — B), cos (P — C), sont réelles et positives ; 
les formniet encontre Jctcrminenf une aeulevalenriéelle positive 
clraeiin A-s (démens inconnus a, b , b , comprise' enlce xero 
iBo». 

he problème admet une seuls solution. 

. ‘AJ». ’ A " >. t: . . . 


JlV- L, % « i • 

I r * Méthode (n° 456). 

Les analogies (î), (a), de Niper , sorvent & ealcnler la demi- 
mme S et la demi-dilFerence D , des angles inconnus A, B. On 
déduit A eiB, car A t= S -f- D et B = 8 — P- 
Connaissant alors a, b, A et B, l'une quelconque des analogies 

• , ' “.**•" ■ T'*| 

1 , Ç|), déterminé •» c . . . .. . ■ a- • f 

CliScun des elemens inconnus A ; B;, e, n’a qn'u’ne seule valeur 
clic positive comprise entre zc'rotd 1 80 ». 

Lorsqu# o+ b =ri 8 o», on a A+B= t 8 o»; S = 90 °. La formule 
} détermine D;et la formule (3) donnant lang -c=oxtc ('), d faut 

i.'j* ‘ <ÿ. ^ 

coorir il la formule (^) pour calculer - c. 

Lorsque a^b , on a A ce». Les formules (t),'(3) serrent Si 

Iculer A et - c, car elles donnent 

* ... 

» -• >/, 

* rcot-C . 

a .1 taue a cos A . 

lang A » c — < 



4f 


% 


t . 


lues oblkjuàngtes . 


fagH de calculer le* deux autres angles B,C, • 

, ’ • 

t deux valeurs ’B' <^90°, i$o° B’ ]> 90* , >’ 

»e e^t quelquefois susceptible. Yoici lé moyen 
ion. . ' • • . 

48 ). 

& b V#: B = «$o® V. f 
= 9 »;- * 

L ' 0 ' 

. ■ • ■ • ■ • -i -i • 

mule ( 5 ). donne deux. valeurs, y, 180®—,** ^ 
r. Nous désignerons la plu* petite de ce* râleurs 

li-. • * ;• . 1 , r 

e zéro et 180% la formule ^Jmdou.e .ueuee 
nées n’appartiennent à aucun friaugle. : - '<& 
entre zépeo et 180® , 1* formule. (5) ne donne 
portion (i) ... sia a Y s in b, :: sia. A l sin B , 
dessus sert b distinguer quelle «st celle de «es 
ilution. ■ • , » , . ■ ,.<$■ 1 

• . ' t 

comprises entre «én» et i8o®, 1* formule (5) 
tion (1) fournit deux taleurs positives B' <90% 
rs comprises entre «éro et 180®, Il en résulte 


f indiquée» dans Je tableau suivent : 


» 


f 


/Wfï. 


n CAB' ; B < 90®, « ss c", Ç -= £". 
n CAri’ ; B > 90®, c r= c ' , C sa C'. 

•n CAB'; B < 90®, c = c',.Ç = Çf. 

•n CAB*; B > 90% ç = çf, C == C*. . 
n CAB' ; $ C — C*. - , 1 

n CAB* i^B > 90?,; c = V, C = C: >• 

p CAB' ; B < 90® =■ c' vfeîiMfti, 
m CAB* ; B > 90®, c = Æ 

; r*s-£: 
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— % WF angles. 


• 2 -P"; * 

'îjË 4t ■ 


'agit de calculer les deux autre* 

180° — Z»' > ç)o u , du 
susceptible. Voici le moyen «le 

P W' ■ ' * ^ 

r?etfW- * *>*«$< iiffc»'**’ 
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